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Bevezetés 


Feladatgyűjteményünk újdonsága, hogy (majdnem) minden feladat részletes, lépésenkénti 
megoldását tartalmazza, rövid elméleti magyarázatokkal. A megoldás elolvasása előtt azon- 
ban olvassuk el a 2. részben írt rövid Úrmutatást, ahol a legtöbb elméleti képletet is megta- 
láljuk. 

Két animációt és két interaktív programot is mellékelünk: 

ARAMKOR-ANIM.GIF (html) és TRAKTRIX-ANIM.GIF (--html), IRANYMEZO.EXE és 
EULERTV.EXE, ez utóbbiakhoz tömör HELP vagy HELP használati útmutató és mintaképek 
1s tartoznak. 

A válogatott gyakorlati példák elsősorban a matematikai számítási módszerek (többválto- 
zós integrál- és differenciálszámítás, közönséges differenciálegyenletek) és azok alkalmazá- 
sainak (modell-állítás) jobb megértését kívánják elősegíteni. Kiemelten kezeltük az elektro- 
nikai alkalmazásokat. Bár nem a szokásos analízishez tartozik: közelítő módszereket is igye- 
keztünk minél többet bemutatni: érintősíkok, Euler-töröttvonal, Fourier-sorok, stb. felhasz- 
nálásával. Ezek nagy része a folytonos mennyiséget/módszert közelíti diszkrét mennyiségek- 
kel illetve módszerekkel, ami az informatikai módszerek egyik alappillére. 

Természetesen nem csak informatikusok forgathatják haszonnal a feladatgyűjteményt: 
a feladatokat szigorú matematikai alapossággal oldjuk meg, az alkalmazások megértéséhez 
középiskolai ismeretek is elegendőek. 

A feladatok nehézségi foka nagyon sokféle: az egyszerű bevezető példáktól egészen a , ta- 


nárizzasztó" méretűig minden megtalálható benne. 


Terjedelmi okokból kimaradtak: komplex számok és alkalmazásaik; differenciálegyenle- 
teknél az , állandók variálása" és a , klasszikus" módszerek, hiányos egyenletek. Legtöbb 
feladattípusra csak egy megoldási módszert ismertetünk, mégpedig azokat a módszereket ré- 
szesítettük előnyben, melyek K.É.P. nélkül általános megoldásokat adnak. Magasabbrendű 
egyenleteket csak Laplace transzformációval oldunk meg. Részletes Laplace-, differenciál- 
és egyéb táblázatokat (és egyéb oktatási segédanyagokat) találunk Szalkai István honlapjá- 
nak Analízis c. részében: HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/-SZALKAI/ címen. 


Elemi analízis problémák gyakorlására javasoljuk dr. Koltay László — dr. Szalkai Ist- 
ván: Analízis I. feladatgyűjteményét (Pannon Egyetemi Kiadó, Veszprém, 2008), amely szin- 
tén részletes megoldásokat és megjegyzéseket, képleteket is tartalmaz. 


Néhány alkalmazott jelölés: y — f(x) helyett sokszor csak y-t vagy y(r)-t írunk, 
e" helyett néha exp(T)-et; arctg(r) — arctan(z), sh(r) — sinh(x), ch(r) — cosh(2), 
th(z) — tanh(z), stb.; 
többváltozós függvényeknél: z — f(x, y) vagy z — f(x, 12, . . . , Cn); 
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többdimemziós pontoknál: (1, 12, . . . , tn) vagy a csak egyszerűen a, P; 
parciális deriváltakra: D1f, B. mea. fi vagy csak D.f, AT, el: Te 
DIFE — ,  differenciálegyenlet", K.É.P. — ,, Kezdeti Érték Probléma" ; 
H(t)—1 (t 20) és H(t) — 0 máskor — ún. Heaviside függvény. 


Köszönetünket fejezzük ki dr. Gróf Józsefnek és dr. Székely Sándornak, a Matematika 
Tanszék lelkes oktatóinak az alkalmazások terén nyújtott sok segítségért! 
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Feladatok 


F1. Többváltozós függvények folytonossága és deriválható- 
sága 
Folytonosság 


1.1. Számítsuk ki a következő függvények határértékét és ellenőrizzük lehetséges folytonos- 
ságukat a feltüntetett , kritikus"? helyeken: 

















§ § x sin(ry) § 1 1 1 
a) lim  cosíy)sin (5), E, 1 —, m (4-5). 
(xy) (r,0) 4) G) (xyjo(01) "7 (xy)—(0,0) "9 (myjo(oo AT 9 
b li y2 , Ti xy? ; li sine) sin (4 li T-HY 
) lüjmeloa PH ggjetog) ET ggal (ay) (0.0) 2-4 
c)  lim E lim SELSEÉÉ lim S 
(xy) (0,0) Vz?--y? (my)—(0,0) V23ty? (xy) (0,0) V23?-y? 
d) lm SES, liná 3 
(zen 1) 779 (mya) 779 
e) lim e eset] lim 8 se lim ES a lim sin ( T2 ); 
(my) (0000) BH (my (00400) 7-8 (mya (0000) BH (my) (0000) 6z-ty 





Parciális deriváltak 
1.2. Adjuk meg a parciális deriváltak értékét az adott helyeken! 
a) f(z,y) —2224y— 4 T209y340 
5 fa 2, a 7 (1.2), 5 f(0,—4), 3; f (0, —4). 
b)f(r,y,2)—ze" ax zeER yz0 
5 f(0,1,2), aut 2, 0), 5 f(1,1,0). 





szaz ha 74450 
2 raw - (5 SES zúg érün Sa 


0 ha 324y—0 


1.3. Adjuk meg a parciális derivált függvényeket! 





a) f(x,y,2) — 23? 1r:-yi322 Try zER 
an  ájlévz Aha 
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bfay-—mám erv: 0), £f(zy, — 4f(zy). 


Differenciálhatóság 
1.4. Vizsgáljuk meg az alábbi függvények differenciálhatóságát! 
a) firyy— d —gytyő 
b) f(xz,y) — ysin? zh a cosy 
c) f(x, y.2)— vaty 
d) f(r,y)—In(1- 3) 
ESTeri) rárys0 
0 r" ty -0 





e) fa 


xy r27 y s0 
Hím s (3 a 


r4y-0 


1.5. Adjuk meg a gradiensvektort az adott pontokban! 
a) fr(z,yy— 3 4y—3zy —— (0,0), (01) (29). 


b) f(2y2)— vary tz (1.11) (2.2) 


( 
( 





d) f T,y,2) See JET (3, 4, 5), (T,y, 2). 


Iránymenti derivált 


1.6. Adjuk meg az f függvény iránymenti deriváltját az a pontban a v vektor illetve a szög 


irányában! 
a) f(x,y,2) — er a — (—1, 2), v — (d 3). 
b) f(x,y, 2) — zsin(z 3 y) cz l sa s (3. VITA 
c) f(z,y) — In(z -- v) a — (1, 1), a — 30", 


xy 22 4y 50 
d) f(xyy— s vőn a— (0,0), — v— (1, v3). 
0 r4y-0 


1.7. Adjuk meg az f(x, y) — 1 —237y 1 xy? 3-1 függvény P(1, 2) pontbeli, fa 4, 6) vektor 
J 8 


irányába vett iránymenti deriváltját! 


1.8. Milyen irányban változik , legjobban" az f(x, y) — 7?1-4y? függvény a P(2, 1) pontban? 
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Összetett függvény deriválása 


1.9. Adjuk meg az összetett függvény deriváltját! 
a) f(xm,y, 2) — xyz, x(u,v) — ut v, y(u,v) — u — v?, z(u,v) —sinu, 


b) f(z,yy—5  — z(0—lint,  y(t—é, 


c) f(myy—et, — r(r,6)—rcosb, — y(r,6)—rsind. 


1.10. Adjuk meg az f o (2, y) összetett függvény gradiensét az a pontban (azaz f(x(a), y(a)) 
értékét), ha 
a) f(x,y) — 331 gy, a — (1, 2), x(1,2) — 3, y(1, 2) — 4, 


grad 2(1, 2) a (—1, 0), grad y(1, 2) ja (2, 10), 
b) £f—11—-3 5/1153 


x(u,v) — u —v?, y(u v) — — a — (—1, V2). 











1.11. Legyen g : R — R differenciálható függvény, és legyen 
f(3yy—ryig (2) (TA 0). — Mutassuk meg, hogy teljesül az 


x : 7 Út y) 4 y: ági (6 y) — 2ry összefüggés. 


Magasabbrendű deriváltak 


1.12. Adjuk meg az alábbi parciális derivált függvényeket: 
2 2 2 
ajjamegnyíry Si o ai ál 


2 3 3 
b) I(2,y,2) Tee 217y — 3yz 4 gyz aran] : 22f gála HEZ 
82 02 03 08 
c) f(z,y) — 2" 5107 1: gyoz: Erszrtlő öz0yöz 
1.13. Számítsuk ki a következő parciális deriváltak értékét a megadott helyen: 


a) fa, y) zi TÉT sz szük 0), 7557 1), HT (2, 2), 








zy-ay x2 si y? s0 92 











1.14. Ha g, h : RG R kétszer differenciálható függvények, mutassuk meg, hogy az 
f(z,y)— 9(zy) 4 vzy:h(3) (ry 5 0) függvényre teljesül, hogy 


2 sef(ry— vaz f(ry) — 0. 
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Szélsőértékszámítás 

1.15. Hol vannak stacionárius pontjai (hol lehet szélsőértéke) az alábbi függvényeknek? 
a) f(x,y, 2) — 3? 3 21y — 23 3 2y? —2y 7 22 7-1 
b) f(x) —e7-v 


c) f(r,y)—sinT3- cosy b T — y. 





1.16. Keressük az alábbi függvények szélsőértékeit: 
a) f(z,y) — 22" 4 y! — 2? — 2y? 


b) f(x,y) — ze 

c) f(x,y) — rt — yt — 23? 1 47y — 2y? 

d) f(ryy—zyvV1—a2—y? (274ryocS1) 
1—d1€4y 

e) f(r,y) — 


V1-422-ry? 


Érintősík, Taylor-polinom, közelítő módszerek 


1.17.i) Írja fel az alábbi függvények érintősíkjának egyenletét a megadott a pontokban, 
ii) az érintősík segítségével közelítse a függvényt az a pont egy környezetében, 
iii) számítsa ki a függvény értékét közelítőleg a b pontban: 


ajfiz yea, azíi43, b5-(1015297), 
b) f(xz,y) — 29 1" a — (3,2), b Hai (2.98; 2,03), 
c)r?tr—y?t2y-t2?t15—0, P6—(—1,3,2),  b(—1,03;2,96). 


1.18. Keresse meg az alábbi egyenletrendszer egy közelítő megoldását a függvények érintő- 
síkjainak segítségével a megadott kezdő értékekből kiindulva, 6 tizedesjegy pontossággal: 


f(x,y) — 3? 4 23y2— yt 37—0 
9(r,y) — 37? — 577y 1 2y9—6—0 


to — 1,5, Vo — 20 111. To — 1, yo — 1; 





1.19. Írja fel az f(r,y,2) — zrsz függvény a — (2,—1,8) pont körüli 3-rendű Taylor- 
polinomját, és ennek felhasználásával becsülje meg az f(1,99, —0,89, 8,06) függvényértéket! 


F2. Két- és többváltozós integrálok 


Szukcesszív integrálás 


2.1. Számítsuk ki az alábbi szukcesszív (ismételt) integrálokat: 


7/5 2 /9 
a) J (/ 3? y? u) dy, JJ (fv dy) da, 
3 M4 8 


d 
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pp Jf ahol f(ryj— ő és H az A(2,3), B(2,5), C(6,5), D(6,3) pontok 
H y 
által határolt téglalap. 
c) f J (2224 32y- 4y?) dxdy. 


[1,2]x [0,3] 
b v(z) 
2.2. Számítsa ki az alábbi f / f(x,y)dydx integrálokat, ahol 
a u lxr) 


a) u(m) — 312—27—14, v(r) — 372181, f(x, y) — 372--8y? — xy, a — —6 83, b — 8,49, 


b) u(a) — 3? 3 a — 4, v(2) — 3/1782, f(r,y) — 17 4 xy, a — 3, b — 9. 
2.3. Számítsa ki az alábbi J J JT integrálokat, ahol a H korlátos tartományt alulról és felülről 
a g és h függvénygörbék Kötéssíjálk 

a)f(r,y—Tiy  9(2)—2?-2x, h(r) —4— 27, 

bi fe egy, aa—-e, hírj— md 2, 

c) f(z,y) ——ycos(m),  9g(2) —sin(a), h(z)—2sin(a) 0£Cxrxagx. 
2.4. Számítsa ki az alábbi f ff integrálokat. (Minden esetben rajzolja fel a H tartományt is. 
Ahol lehet, számítsa ki az intestált mind függőlegesen, mind vízszintesen is.) 


a) f(z,y) — 121y-1, H-t az r-tengely, y-tengely és az 14-2y — 1 egyenes határolják, 


b) flr,y—v1—3:3? és H—((r.y:zxecySL10€cX23c1]b, 


c) f(z,y) — xy és H a koordinátatengelyek és az y — 1— 2 egyenes által bezárt korlátos 
halmaz, 


d!) f(r,y) — 22 4 y?, H — ABCA — az A(3,2), B(5,8) és C(9,4) pontok által 
meghatározott háromszög, 





e) f(r,y)— var és H — az (1, 0) középpontú egységsugarú kör x tengely feletti fele, 
J f(,y)—y és H — origó középpontú egységsugarú kör I. síknegyedbe eső negyede, 


2) fIryy—1-42ry és Haz y— Via, y — 27 —lés x — 0 görbék által határolt 
korlátos halmaz, 








h) f(z,y) — rey és H-tazT— 0, y—0, y—2ésy— 4 — 23 egyenesek határolják. 


2.5. Adja meg a H tartományt az alábbi feladatokban: 


3 41—22 v3/2 1-y? 
a)  J f(x y)dvydz, b) J JJ f(ízy)dady, 
1 1 -/3/2  1/2 


2 v 
c) T fJ o f(z,y)dady. 
y 
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2.6. Cserélje fel az integrálás sorrendjét (azaz vízszintes és függőleges irányát) az alábbi 
feladatokban: 


2 


1,5 3—y/2 1 3 42—a 
aj f J f(x y)dady, / ffíiz,y.dady, JfJ JJ Jf(xz,y)dydz, 
0 0 y 1 1 
1 —y V3/2 V1-y? 
TI J jfiemdsdi, [ JT Mzgjdrdy, 
0 1—y2 —V3/2 y 
3 22 4 22 
BET [dér ávdezT J fizajdyás, 
3 221-—-6 


c) a 2.5. feladatban szereplő integrálokban. 


2.7. Számítsa ki az f f e7 day integrált, ahol H-t az r-tengely, az y — z és az x — 1 
H 


egyenesek határolják. 


Transzformációk 

2.8. Számítsuk ki az alábbi f ff integrálokat polártranszformáció segítségével, ahol: 
a) fir,yy—y és H - origó közepű egységsugarú kör I. síknegyedbe eső negyede, 
b) fl(r,yy—yr és  H —-— az (1,0) közepű egységsugarú kör z tengely feletti fele, 
c) f(x y)— Var? és H—((xmy):57-3ye1y5:—z 
co) f(r,y) —In(13-32-4-y?) és H—í((r,y):1C2?3y? c 4), 
cs) f(r,y)—:?—2ry és H5—- (ay) : 12 3 ty? c 4, vm £yc vöz), 


2 


dd f(zy)—3z4y és H-f(ay:548 si]. 
2.9. Számítsuk ki az alábbi f ff integrálokat lineáris transzformáció segítségével, ahol: 
H 
a) f(z,y) — 1 —y? és  H — az A(0,0), B(3,1), C(5, 4), D(2, 3) pontok által 


meghatározott paralelogramma, 


b) flr,yy—axy és  H —-— az A(0,0), B(1, 2), C(1, 3), D(2, 1) pontok által meghatá- 
rozott paralelogramma, 

c) flryy—xrdty és  H — az A(—2,0), B(0,3), C(2, 0), D(0, —3) pontok által 
meghatározott paralelogramma. 
2.10. Számítsuk ki az alábbi f ff integrálokat egyéb transzformáció segítségével, ahol: 

H 
a) f(m,y) — 8 H —azy — 2. y-—- 5, y- z és y — 27 görbék által 
x 

meghatározott korlátos síkrész, 
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b") f(z,y—1  H—-azy— 3, y— $,y— 1?/2 és y — 21? görbék által meghatáro- 
zott korlátos síkrész, 


c) f(a,y) — 274 3y, H—azy— 3, y— 3, y— 5v7 és y — 577 görbék által 
meghatározott korlátos síkrész. 


Többváltozós integrálok 
2.11. Számítsuk ki az alábbi szukcesszív többszörös integrálokat: 
a) J J [(243y" - 12?) dxyz ahol H az (—1,2, —3) és (4, 5, 9) átlós csúcsokkal megha- 
H 


tározott téglatest, 


2 


2 27-31 2-7-y ij b 1—82 8 jé 
bj f[J J (2—-3y4zz)dzdydz, cgyf J J —— dzdydr. 
1 2—2x x—Ty 0 0 x2 3 va 
ÉV az Tb 


F3. Többváltozós integrálok alkalmazásai 


3.1. Számítsuk ki az alábbi görbék közötti területet: 


a) y — , TSzÉg y—I2 és ja di, 


SIR 8] E 
SI 8]A 


b) y — , Teszt y — 2? /2 és y — 297. 


3.2. Határozza meg az f(x,y) — 1 — 1? — 24? ellipszis keresztmetszetű , paraboloid" [z, y] 
sík feletti részének térfogatát. 


3.3. Határozza meg az 1?--2? — r? és y?--2? — r? egymásra merőleges hengerek metszetének 
térfogatát. 


3.4. Mekkora térfogatot metsz ki az origó középpontú, R — 2 sugarú gömbből az p — R/2 
sugarú, az origót érintő henger (Viviani- féle test)? 


3.5. Határozza mega z — xy ún. , nyeregfelület" r? - y? — R kör , feletti" részének 
felszínét. 


3.6. Határozza mega z — /1— 31? — y? forgási paraboloid alakú tükör felszínét. 

3.7. Határozzuk meg az alábbi, Ír, y] síkban fekvő síkidomok súlypontjainak koordinátáit: 
a) az y — 3? görbe és y — 0, r — 4 egyenesek által határolt (homogén) paraboladarab, 
b) az x? 3 y? a R? homogén körlemez y 5 0 fele, 


c) ((x,y) : 3? 4 y? c R?) homogén asztroid I. síknegyedbe eső negyede. 
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3.8. Az [x, y] sík (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) négyzete fölé állított (z tengellyel párhuzamos) 
négyzetes hasábot elvágjuk a (0, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 2), (0, 1, 1) pontokon átmenő S síkkal. 


a) Határozzuk meg a keletkezett test súlypontjának Íx, y] síkra való vetületét. 
b) Határozzuk meg a súlypont z koordinátáját is! 


3.9. Határozzuk meg a z — 0, z — a, y — b síkokkal és a 2? — xy felülettel határolt 
homogén test súlypontját. 


3.10. Határozzuk meg az R sugarú, m tömegű homogén körlap középpontjára vonatkozó 
tehetetlenségi nyomatékát! 


3.11. Határozzuk meg az a x b méretű homogén téglalap oldalaira vonatkozó tehetetlenségi 
nyomatékát. 


3.12. Határozzuk meg az y — x? görbe és az y — x egyenes közötti homogén síklemez 
origóra vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát. 


3.13. Határozzuk meg az a élű kocka középpontján átmenő, az élekkel párhuzamos tengelyre 
vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát. 


F4. Közönséges differenciálegyenletek alapjai 


4.0. Adjuk meg az alábbi differenciálegyenletek értelmezési tartományát: 





1-y ro y 
E ze ZAGREB ab 1-2 8 je ése ji Tsz zza] 
a)y — d —y y—-2yy (la ma] y STÉT 
yy 
b)x-y 3 2y — 31, 21—5-4t-5:y—0. 
LT ő b 


4.1. Számítsuk ki az alábbi explixit egyenletek kezdetiérték-feladatai megoldásgörbéinek 
megadott pontbeli érintői egyenletét! Számítsuk ki y" értékét is a megadott pontokban! 


a) y — 1? — y7, y(1) — 2, 


xr2 


b) y(z) — TEEESTJÁ yl2) 3, 
gatesetés Ms 


d") ax -y(x) 42-y(lz) — 31, y(0) — 0. 
4.2. Vázoljuk az alábbi explicit egyenletek iránymezőjét, a megadott tartományok legalább 
4 x 4 pontjában, majd vázoljuk a megoldás-sereget (, általános megoldás"). Végül rajzoljuk 
fel a K.É.P. megoldását vázlatosan. 

(Csak a megoldás elkészítése után használjuk a Feladatgyűjteményhez mellékelt 
IRANYMEZO.EXE interaktív programot!) 

ajy—x?—y, 2€c3c51€Xyca4 y(3)— 2, 

bby—-2/y, —2SXc1c20€£yc4 xy(1) —2, 


,r Ty 
c)y .— 2-1 











1c2cX40€ycaC4 y(2)—1l. 


(€) www.tankonyvtar.hu (0) Szalkai István, Dósa György, Pannon Egyetem 


F5. Elsőrendű differenciálegyenletek 17 





2 


4.3. Oldjuk meg az előző feladat K.É.P.-t közelítőleg ő — 0,1 lépésközzel: számoljunk ki 
legalább 10 lépést (Euler , töröttvonal!" közelítő módszere). 

(Csak a megoldás elkészítése után használjuk a Feladatgyűjteményhez mellékelt 
EULERTV.EXE interaktív programot!) 


4.4. Ellenőrizzük, hogy az alábbi egyenleteket kielégítik-e a megadott függvények: 





ajy 5, yv(r)—c:x (cER), 


2 


1: y y 








Taz hol jazz: £ 1 
b) y 2-1 aho Vt (6050 la] £1,y5 0), 
e . r—c)? ha 12c . 
cJy —2yy ha wir) —(z— 9? ill. vo(m) — ( ) ., 7 (ceER). 
0 máskor 

F5. Elsőrendű differenciálegyenletek 
Oldjuk meg az alábbi elsőrendű differenciálegyenleteket. 
Szétválasztható változójú egyenletek 
5.1.a) y(x) — y? (2) : cos(m),  y(0) — 2, 

bili ező 1052 ey(a)—1—-r—-p ony 0, 30) 1. 


Visszavezethető típusok 


A következő típusú differenciálegyenleteket bizonyos transzformációkkal szétválasztható vál- 
tozójú egyenletekké alakíthatjuk. 


5.2.a) y(x)—(y— 7),  y(1)—3, b) y(m) — (274 3y)2--1,  y(0)— -1, 
c)y(z) — coslm4-y);  y(0)— 5 
53.ajy(2—- Sark 40 —3, bby(2)— gy tan Y61D-— 2 


c)y(2)—§—cosf, y(3)— Tr. 


Lineáris egyenletek 

5.4. y(2)— ax -y(2)— a, wv(0)—1. 

5.5.a)y(r) 823 e7—0, y(1 —0, b)y(2— éz :vlz)—1, y(0)—1, 
eye ea ye e s, ih -2 

5.6.a)y(2) tyl(r)— e ?, y(i)—0, b)x-y(x) 4 2y(2)— 313, 4y(0)—0, 
c)(1— 3?) -y(2) az :-yl(r) —1 1 
d) y(x) — tg(2) : v(z) — sin(22),  y(0) — 2. 
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Bernoulli-egyenletek 


5.7.a) y(x) — 82 — 2y?(m), 41) — 2, b)y(2) —yla)—z- vylz), y(0)—1, 


3 


c)y(a)—R-, y(-1 —2. 
Egzakt egyenletek 
5.8.a) (7 --y—(y— r)y(m)—0, y(2)—3, 


b) y (am) es 25--3y-x? (0) — 0, 


3y2 —x3 , 





c)r— tg -y(m)—0, y(1)— —2, 


a) (25) — (2) "2-0, 10) —3. 


F6. Elsőrendű differenciálegyenletek alkalmazásai 


6.1. Határozzuk meg azon függvénygörbéket, melyeket az y tengely körül állandó w szögse- 
bességgel megforgatva tetszőleges pontjára helyezett pontszerű test egyensúlyban marad. 


6.2. Határozzuk meg azon görbék egyenletét, amelyeknél az érintési pont felezi az érintőnek 
a koordinátatengelyek közötti szakaszát. 


6.3. Keressük meg azokat az y — f(r) görbéket, amelyeknek bármely E(xo, vo) pontjára 
teljesül a következő: az £-ben húzott érintő, az érintési pontban húzott , függőleges" egyenes 
(egyenlete: zt — 29) és a , vízszintes" ordináta- (y-) tengely által határolt háromszög területe 
(mindig) egységnyi. 


6.4. Egy test 10 perc alatt 100 "C-ról 60 "C-ra hűlt le. A környező levegő hőmérsékletét 
20 "C-on tartják. Mikorra hűl le a test 25 "C-ra, ha a hűlés sebessége arányos a test és 
a környezet hőmérsékletének különbségével? 


6.5. 100 gr sóra vizet öntünk és keverjük, az oldódás sebessége a még fel nem oldódott só 
tömegével arányos. 1 perc elteltével még 50 gr feloldatlan só volt az oldatban. Adjuk meg 
a feloldott só tömegének időtől való függését! 


6.6. Egy 50 literes tartályban 890-os sóoldat van. Egyszerre megnyitunk két csapot: az egyi- 
ken 4 (/perc sebességgel 1090-os sóoldat folyik be, a másikon (egyenletes elkeveredést fel- 
tételezve) ugyancsak 4 (/perc sebességgel folyik ki az oldat. Mennyi só lesz a tartályban 
15 perc múlva? 


6.7." A járda szélén húzunk h hosszú kötélen egy (pontszerű) kiskocsit, amely kezdetben 
d 5 0 távolságban van a járdától. Milyen görbe mentén halad a kocsi? 
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6.8. Tetszőleges edény alján levő, az edény méreteihez képest kisméretű lyukon keresztül 
a víz kifolyási sebessége v — 0,642gh, ahol h a nyílás feletti vízoszlop magassága Mennyi 
idő alatt folyik ki a víz az A területű lyukon keresztül, ha az edény 

a) alapkörén álló henger, 

b) csúcsán álló (lefelé szűkülő) kúp, 

c) felül nyitott félgömb. 


6.9. Milyen alakot vesz fel a két rögzített végénél felfüggesztett homogén, nem nyúló kötél, 
amit csak a saját súlya terhel? 


6.10. u(t) feszültségforrásra kapcsoltunk sorosan egy R — 208 ellenállást és egy L — 10H 
önindukciójú tekercset. Határozzuk meg a t 2 0 idő függvényében az i(t) áramerősséget, ha 
i(0) — 0 és 

a) u(t) — 100 V (egyenfeszültség), 

b) u(t) — Us : sin(wt) V (váltófeszültség), w — 1007, Ug — 240 V. 


F7. Parciális törtekre bontás 


7.1. Végezze el a következő polinomok maradékos osztását: 
a) (x 7 2?) : (z — 2), 
b) (x? 4 37 -- 5) : (27? — 7x 7-9), 
c) (Ax? -- 57 — 2) : (25? -- 3). 

7.2. Bontsa fel irreducibilis tényezők szorzatára az alábbi polinomokat: 
a)r?—1, ax?11, a2t—1, 2141, 22—32141, 237451-47, 
b) 239? — 5124 31—2, 23?— 2? —1, 
cs) rt 3 2x? - 22? 327 — 1. 

7.3. Bontsa fel az alábbi törteket egy valódi tört és egy polinom összegére: 


$-4r31—6  239—7Tr  319—272714 2" 41 5 327743 
r34gx—27 24-37 232—821-115 0 25—39y r:t1 











7.4. Írja fel az alábbi törtek racionális tört alakját, a konstansok kiszámítása nélkül: 





2? — 87? 312 2357? 3-3 
(x— 1)2(22-3- 41-39)  (r47)(22452147)7 
2 183112 31? — 27? 1 4 





(z— 13 (22 44149) (r-7) (22-15)  22—87--157 
7.5. Bontsa fel az alábbi törteket parciális törtekre: 


1 x--6 3142 x—1 x 
k-(kt1) 23:242-2 (r2-1- 214 5)(rt1)  23-1272 (1—223)2 
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x 23 23? 35 1 31? — 27714 
(—1)9 (22117 0 at—16 0 (1—22)(1—23) 22—8174157 
751 3 235? — 3052 — 1725 — 150 

(5 42)4(s — 5) 





6) 





FS. Laplace-transzformáció és inverze 


8.1. a) Vázoljuk az alábbi függvényeket és számítsuk ki Laplace-transzformáltjukat a definí- 
ció alapján: 


n9- [ ha 22tc3 1 - ha 22t 


0 máskor 0 máskor 


4 jut úpazá t-1 Mi. 1Zédő 
a 
9 - —, 0 00-41 ha 22t , 


0 máskor ; 
0 máskor 


f:(t) — a (3, 2) és (5, 7) pontokat összekötő szakasz, 
sinít) ha 27 xtda4T 
fob) — ( vi 


0 máskor 


k ha k—1-Axtcak (k—1,2,3,...) 
f-(t) — , 
0 máskor 


b) Az alábbi periodikus függvényekhez keressünk képletet, majd határozzuk meg Laplace- 
transzformáltjaikat (használjuk a Heaviside-függvényt: 
H(t)—1hat30 és H(t) — 0 máskor). 


(0 


A 





an 





1. ábra. 8.1.b) 
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8.2. Számítsuk ki az alábbi függvények Laplace-transzformáltját az alapfüggvények és a mű- 
veleti szabályok segítségével: 


a) Tt? —3t4-5, 3—4eőt5Ü0t eőtcos(2t), ter", Bet, sh(29), t.ch(832), 
teSt sin(4t), 

br)5t, — cos2(t),  cost(áb), EÉ, 

c) fi(t) és fa(t) a 8.1. feladatból. 





8.3. Számítsuk ki az alábbi függvények Laplace-transzformáltját: 
t - cos(wt),  t:-sin(wt), t:ch(wut), t:sh(ut). 


8.4. Számítsuk ki az alábbi racionális törtfüggvények inverz Laplace-transzformáltját parci- 
ális törtekre bontással: 


























) 1 1 1 598543 st 10 1 1 
55-37 92-41 2341 234 53271513 (543)57  (25—1? 
s-41 4542 1 s? 

(543)57  s52465-413  53-4652-4135 (5-3) 

1 2 

b") 2. : 5. c 29 

(52 -F w2) (52 7 w2) (52 -F w2) 

3546 87 — 3 59 9543 








c , , , . 
(5244) (52-44) (5249) (52-19 
8.5. Számítsuk ki a következő konvolúciókat: 
exet  gxem, mxem, l1xflm) mr (ik e N). 
F9. Integro-differenciálegyenletek megoldása Laplace- 
transzformációval 


Lineáris differenciálegyenletek és -rendszerek 


Laplace-transzformációval oldjuk meg az alábbi lineáris differenciálegyenleteket: 


91.a)y 43y— ef 4 cos(2a),  y(0)— 1, 
b) y" — 2y! — 3y — e32 3.2ez, — y(0) — 0,y(0) — 0, 
c)y" — Gy 4 13y — 16xe?,  y(0) — 2, y(0) — 4, 
d) y" 4 6y - 13y — e?" cos(2x), — y(0) — 0, y(0) — 0, 
e)y" — 4y — cos(2x), — y(0)—0, y(0)— 0,y(0) — 0, 
fy-3y—10y— 27e-??, (0) —7,y(0) — 2. 
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92.ajyó(a yis) y(r) — 2 y(m)—0y(m)—r, 
b) yo (x) — y"(x) — —őr, JET YE, 
HZ AV end sza MEYE, 


yi 

1 
b) y" (2) — arctg(x), — y(0) —y(0) — 0, 
c)y (2) —y(2) —th(z), y(0)—y(0)— 0, 


2 


d") y(z) —2y(2) -yla2)—1—eT, y(0)—y(0)—0. 
9.4. Laplace-transzformációval oldjuk meg az alábbi lineáris differenciálegyenlet-rendszere- 
ket: 
gp EGE TRE SE B 
a 
y(t)—z(t)—y(t) — y(0—2 


b) a7(t) — x(t) F2y(t) et 2T(0—0 
(1) — z(t) 4 2y(i) y(0) —0 





kiss 


e) 7 (0 ——S5z(0) —y(t) 4 5e (0) — —1 
y(r) — x(t) — 3y(t) — 50tet  y(0) — 2 


Integro-differenciálegyenletek és -rendszerek 


9.5. Laplace-transzformációval oldjuk meg az alábbi integro- differenciálegyenleteket és - 
rendszereket: 


a) y(x) — sin(x) —- fd ezt - y(t) dt, 

b) y(x) — 2y(a) — fg y(t) dt — És y(0) — 1, 

új has —2— [f(x —t) : vi(t) dt — 4 fd velt) dt 
y2(z) —1— fd valt) dt — fd (z—t) : ye(t) dt 


Alkalmazások 


9.6. Egy R — 38 ellenállás, egy L — 1 Henry önindukciójú tekercs és egy C — 0001F 
kondenzátor sorban van kapcsolva az u(t) feszültségre. Mekkora lesz az áramerősség t sec 
múlva? Az alábbi adatok esetén készítsen számításokat: 


a) u(t) — ug, i(0) — 7(0) — 0 illetve i(0) — ig 5 0, i(0) — is 2 0 (magára hagyott 
rezgőkör), 


b) u(t) — sin(10t), i(0) — 17(0) — 0 (gerjesztett rezgőkör), 
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R 
[. ] 
L 





U(t) 


2. ábra. 9.6.d"") 


c?) vizsgáljuk meg a megoldás tendenciáját ( lim i(t) értékét) a gerjesztő w, frekvenciától 
függően, azaz u(t) — sin(wyt), i(0) — 7(0) — 0, 


d") oldjuk meg általánosan R, L,c € I-re ha u(t) — Ud : sin(wygt), i(0) — í17(0) — 0, 
majd hasonlítsuk össze a c) feladattal. 





Pod Zd 


9.7. Sűrű anyagban lefelé süllyedő test sebessége m - v"(t) — mg — k - v(t), v(0) — va, ahol g 
a gravitációs állandó, m, k, va c R" valós számok. Keresendő v(t) és a, végleges" sebesség, 
azaz dm v(t). 





9.8. Egy ideális, k rugóállandójú, súlytalan rugó végén m állandó tömegű test függ, a rugót 
So hosszan megnyújtjuk / összenyomjuk (sa 5 0 vagy sg a 0), ezen felül a rugó végét idő- 
ben változó Fx(t) kényszererővel terheljük (pl. egy másik, ráakasztott, időben változtatható 


a) Fxk(t) — 0, s(0) — so (elengedett azaz terheletlen rugó), 


k 
b) Fxk(t) — mB - sin(wkt) ha wg A 4/ —, s(0) — 59 (az wx kényszerfrekvencia külön- 
m 


bözik a rendszer saját frekvenciájától), 


jk 
c) ugyanaz, mint b) csak wx — 1/ —. 
m 
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F10. Fourier-sorok, alkalmazások 


Fourier-sorok 


10.1. Az alábbi ábrákhoz adja meg a függvényt definiáló formulát, majd számítsa ki Fourier- 


sorukat: 


a) 





3. ábra. 10.1.a) 


b) lásd a 8.1.D) feladat ábráját. 





10.2. Az alábbi képletekkel megadott periodikus függvényeket rajzolja fel és számítsa ki 


Fourter-sorukat: 





fol) —1, zelR; fi(2)y— a, aze [—T, Tr]; 
fol) —a?, 2€[-r ar]; f3(2)—537—47-1-7T, ze [-T, al]; 
fa(x) — cos(31), 2 e [—2,2]; f(x) — lsin(2)l; 
fe(x)— er, 2 e [/2.2]; 

1 ha. —rwXxc0 2.) ha —rirwxxc0 
fa) - [/ ha OxZ2xacacm faj [7 ha Ox2x3cacm 


u ha —LaCxc0 0 ha 
tet ha 0£3aL 7 fala - 


áh x ha —1dX3c0 
1) — , 
" 27 ha 0wx3xcil 


—1 ha 
fi2(2) —§0 ha 
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xx h 0O£x2x3camT 


—2dgxeoa ll 
—1dgx3cac1 


3 ha 1Xxxc2 
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10.3. Terjessze ki az alábbi függvényeket 
a) párosan /— y tengelyre szimmetrikusan/ 


b) páratlanul  — /—origóra szimmetrikusan/ 
majd számítsa ki Fourier-sorukat mindkét esetben: 


9(2) — 7, ha ze [0.2]; g2(m) — 27, ha ze [0.3]; 
93(2)— x(3— 21), ha ac [0.3]; 94(x)—]r—1], ha ae [0.2]; 
ga(x) — sin(2), ha ac [0, 7]; 95(x2) — cos(ía), ha ae [0, 7]. 


10.4. Az 10.1.a) feladat B) és J) függvényeit hogyan közelíti a Fourier-összegének első négy 


tagja? Néhány pontban számítsa ki az eltérést, esetleg készítsen vázlatot. 


Alkalmazások 


10.5. A bemenetre egyenirányított váltófeszültséget kapcsoltunk: U-n(t) — 240 - Isin(1007t)] 
(azaz 50 Hz, 1 — 13): Fejtse Fourier-sorba U; (t)-t, majd ennek segítségével határozza meg 


a kimeneti potenciál Fourier-sorának első három tagját! 


! EN 


1F 
U,. 





4. ábra. 10.5.a), b) 
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Útmutatások 


U1. Többváltozós függvények folytonossága és deriválható- 
sága 


1.1. Először közelítsük az (Tr, y) pontot a megadott (a, b) helyhez egy görbe (pl. egyenes) 
mentén, azaz pl. (z, y) — (0, 0) esetén legyen y — tz és vizsgáljuk a im f(z,tx) határtéket, 








aholt € R rögzített, de tetszőleges valós szám. Ezen határértékeknek mindent € R esetén 
meg kell egyezniük ahhoz, hogy f(x, y)-nak lehessen határértéke az (a, b) pontban, bár ez 
még nem elégséges a je HT. ij f(x, y) határérték létezéséhez. 

1.2. Ha a — (a1,a2,:::"an) e Dom(f), adjuk meg, pl. az első változó szerinti 
z v f(z,da2,::" an) parciális függvény (a2,::-an € IR rögzített) deriváltját az zt — ai 
helyen, ami valós szám: 














fő) ...an) — pad tran) 

0x T—a1 T— ai 
1.3. Vizsgáljuk meg, hogy Dom(f) mely pontjaiban adható meg pl. az első változó szerinti 
re f(z,T2,:::Tn) (12, " " " Tn TÖgzített) parciális függvény derivált függvénye, ami az 
T2, """ Tn Vváltozóktól 1s függő függvény: 

[8 

az R"GR, (T,T2,:::Tn)F az (272 Tn). 








1.4. Használjuk a következő tételeket: 

i) Ahol a parciális derivált fiiggvények folytonosak, ott a függvény (totálisan) differenci- 
álható. 

ii) Ahol a függvény nem folytonos, ott nem lehet differenciálható. 

iii) Az a — (a1, a2, : " " an) € Dom(f) pontban differenciálható függvényre teljesülnek az 
a pont egy környezetében az alábbiak: 

(8) 
OXn 





f(r1.T2,""Tn) — ME (a) : (71—a1) Ft: f(a) :(n— an) 4 R(x1, 72," :: Xn) 


2 


és 
R(x1, x2,"""xn) 











lim s 0 


TX1—1,....Tn?an v(a ar a1)? -k (y HA a)? FH... 
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1.5. Ellenőrizzük a differenciálhatóságot, és adjuk meg a parciális derivált függvények érté- 
két az adott helyen, amivel az f függvény gradiense kiszámolható: 


Htf(ájz (Tf, eT( e szfw) e Rt". 




















1.6. Legyen v egységvektor, adjuk mega t AR f(a-t-:v) függvény deriváltját at — 0 
pontban, tehát az iránymenti derivált: 








d elis sztégg őő, 


t60 t 
Ha f differenciálható az a pontban, és v egységvektor, használhatjuk a 
D.f(a) — grad f(a) : vu 
formulát Is. 
1.8. Ha f differenciálható az a pontban, és v egységvektor, akkor a D, f(a) — grad f(a) : v 


formulából és az 
- [u] 


Cauchy-Schwarz-Bunyjakovszkij egyenlőtlenségből következik, hogy 


—Igrad f(a)I £ D.f(a) S Igrad f(a)l, 


és egyenlőség pontosan akkor van, ha grad f(a) és v párhuzamosak. Adjuk meg tehát a gra- 
diens vektor és ellentettje irányában az iránymenti deriváltakat! 





lu-ul S u 

















1.9. Ha f:RI-R, (xy 2 Fk f(lzy,2) 
x : R2 — R, (u,v) £ T(u v) 
y:R?—R, (u,v) £F y(u, v) 
2: RG R, (u,v) FR z(u, v) 








differenciálható függvények, használjuk az 





F : R?GOR 
F(u, v) jazz JT (z(u, v), y(u, v), z(u, v)) 


összetett függvény deriválásához a következő, ún. többdimenziós láncszabályt: 








fő) fő) fő) 
Ja (uw) - 37 f (alu, v), y(u, v), z(u, v)) : Ja (u v)-k 
3 (alu) alu), zlus0)) . zzulus 0) 


8 (0) 
TT zs (x(u, v), y(u, v), z(u, v) ) : JV), 
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fő) fő) fő) 
Jr (uv) 57 (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) : Ja T(uv)-r 


ga f (alu), vu), zu)  Szulus 0) 














9 [8 
AE azt (x(u, v), y(u, v), z(u, v) ) : 974). 


1.12. Készítsük el a megfelelő parciális derivált függvényeket (jelölésüknek megfelelő sor- 
rendben), tehát például: 


0? 9 (0 

szaz fee) — gz (defte 9) 
0? 9 fo 
safe) gt (arte) 


93 9(/o ro 


1.15. Keressünk stacionárius a c Dom(f) pontokat: ahol grad f(a) — 0. 














1.16. Vizsgáljuk az f e R? — R függvény a € R? stacionárius pontjában a 
0? 0? 0? 6 
Joe fáj lá e 
r(a) 3721 (a) 9721 (a) ( öz 91 4) 
kifejezés értékét, és ha 


minimum, ha 2 fa) 50 


) 


Ar(a) 30 6 VAN szélsőérték, ami I b 
maximum,ha 37f(a)c0 


ha A;(a) c 0 — NINCS szélsőérték, 
ha Ar(a) — 0 — LEHET szélsőérték (további bonyolult vizsgálat szükséges). 


1.17. Az érintősík egyenlete éppen az 1-rendű Taylor-polinom: 
zs f(xoyo) t f.(royo)-(r— zo) FT (ro yo)"(y— vo). 
és így a közelítés: 
f(xz,y) s f(x0, yo) 4 fe(xo, yo) : (z — 0) — f (To, yo) " (y — yo). 


1.18. Ha az f és g függvény mindegyikére az (To, vo) pont közelében a fenti közelítést hasz- 
náljuk, akkor az (f(x, y) — 0, g9(z,y) — 0) egyenletrendszer helyett, az x, y ismeretlenekre 
az 

f(x, yo) " 27 fj(x0, yo) "y— bi 

92(T0, yo) " Tt gy (To, yo) "y — be 





lineáris egyenletrendszert kapjuk, ahol 
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bi — f(x0, yo) F felo, 90) " Tot fj(xo, yo) " yo — f(z0o, 40), 
ba — g(To, yo) t 95(To, 90) : To -k gy (To, V0) " Vo — 9(T0, 40). 


Ennek megoldása legyen (11, y1), melyből kiindulva a módszert ismételgetve egyre ponto- 
sabb gyököket kapunk. (Newton módszere). 











1.19. Az n-változós f : R" — R függvény a c Dom(f) pontjában N-edrendű Taylor — 
polinomjának képlete 








k—0 MTl-k 
ahol az mi — (mi, ma, . . . , m) ún. , multiindex" szerinti derivált 
k 
(7) .- e f 
Oda Odass ssOT ri 
és Hi 
(2 isi a)" - (Tmi TT Ami) . (tm; izBi Ama ) ESEN aes (tm HE Am) ; 


U2. Két- és többváltozós integrálok, transzformációk 





2.1. Amennyiben H az 1—a, T—b, y— c és y — d egyenesek által határolt téglalap, 
akkor szukcesszíve (, egymás után") integrálunk: 


,, Vízszintes" integrálás esetén 





d 


hi J fe 7 ! f(xgyyd ) dy — ! (F.(b.y) — F.(a,y)) dy — G(d) — G(O), 


c 


ahol F.(z,y) az f(z,y) függvény z szerinti primitív függvénye, azaz seta lá y — f(a,y) 
((z,y) €E Dom(f)) és G(y) azy F F.(b, y) — F.(a, y) egyváltozós függvény primitív függ- 
vénye y szerint; míg ,, függőleges" integrálás esetén pedig 


[Ír ! fi f(x) dy ] dr — ! (F(a,d) — F,(x,0)) da — H(b) — H(a), 


a 


ahol F (x,y) az f(x,y) függvény y szerinti primitív függvénye, azaz 


öz Pula) — f(r,y) —— ((r,y) e Dom(f)) 


és H(x) a 
h:2R F(x,d)— F(z,c) 
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egyváltozós függvény primitív függvénye z szerint, azaz 


H(x) — hi h(a7) dr. 


Fubini tétele szerint a fenti két számítási módszer egyenértékű (ugyanazt az eredményt 
adja). 


22 


2.2. Használjuk az előző feladatban ismertetett szukcesszív integrálás alábbi, általánosított 
képletét: 


! J Flszajja, [lez ! (F,(z, ul) — F) (x, u(z))) d — K(b) — K(a) 


b v(xr) b 
a u(r) a 
ahol K(r) a k(x) :— F (x,v(x)) — F, (z, u(z)) egyváltozós függvény primitív függvénye. 


2.3. Először számítsa ki a g és h függvénygörbék metszéspontjait, majd állapítsa meg, hogy 
g és h közül melyik alkotja H alsó- és felső határát, végül számoljon a 2.2. feladat mintájára. 


2.4.d) Az ABCA oldalegyeneseihez használhatja az alábbi középiskolai képletet: 
az U(u1, u2), V(vi, vo) pontokon átmenő egyenes egyenlete 


(— ug (a — 03) — (úg — vij(y— Va): 
2.7. Néhány feladatban az integrál csak egyik irányban lehetséges (vagy függőlegesen, vagy 


vízszintesen.) 


Transzformációk 
ÁLTALÁBAN a transzformációkról: Az f f/(r,y)dady integrálban az x — u(k,0), 
H 


y — v(k, 4) helyettesítést alkalmazva a J(k, 4) — (u(k, () , v(k, £)) függvény determinánsára 
(ún. Jacobi-determináns) van szükségünk: 


ögulk, 0)  szulk, () 


det(J) — det ; 
axulk, 2)  szv(k; 4) 


ami alapján 
ff fe) dzdy— ff TF tulk,0,o(k, 0) - det(J)I dkat, 
H M 
ahol Dom(J) — M és Im(J) — H, azaz J:M — H. 
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2.8. Kör alakú H tartományok esetén ((uo,vo) — a kör középpontja) használjuk az 
z—r-:cos(b) F ug y—r : sin() 4 vo ún. polártranszformációt, determinánsa 
J(r,p) —r. 


Ellipszis alakú H tartomány esetén az ún.  Yvory transzformációt használjuk: 
x—a-r:cos(4) F ug, y — b: r : sin(e) — vo, determinánsa 


Y(r,9)—r-a- b. 


2.9. Ha a H tartomány paralelogramma alakú, vagyis az u — (a1,bi) és v — (a2,bo) 
vektorok feszítik ki, kezdőcsúcsa A(c1, c2), akkor a lineáris transzformációt alkalmazzuk: 
zx — aik 1 bi 4 ci, y— a2k 4 b2( 4 cs (0 £ k, / 2 1), determinánsa 


det (J(k,4)) - a1ba ci asbi1. 


2.10. Általában: ha a H tartományt az y — ki -(x), y — ka : o(r) illetve az y — £1 - 4(x), 
y — (2 - 4(z) görbék zárják közre, akkor H minden P(x, y) pontja az y — k - o(z) és 
y — ( - 4(z) görbék metszéspontjaként megkapható (ki Ca k 2 ka, 41 c 4 2 42), ami 
alapján felírhatunk egy J : (k,() — (Tr, y) transzformációt. 








a)ki1— 1, ka — 4, 01 — 1, (2 — 2. Az y— §£ és y — (x görbék P(x, y) metszéspontját 


Tr 


az y — E — (x egyenletrendszer megoldásából kapjuk, vagyis P(x, y) — ( 5, vk). Tehát 
a J : (k, 0) — ( 5, VKD) helyettesítést alkalmazzuk, determinánsa 


A Ll/4 

2V/kt 2 k 1 

det(J) — det — — 
-1, /k 

FE 


s] 
— 
[6ol teni 
éss 


b)ki—1, ka — 4, b — 5, ba — 2. Az 


egyenletrendszer megoldása: 


Pisa) edik b z We ve) Sz S VB) 


és így 
7 rölgl a ERR NB 


1 

det(J) — det eges (2 4 1) — 24-14 29-88, 
-141/3p-4/3  142/3p—4/3 943 9 9 

3 3 
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k 
c) Azy — — — (4/2 egyenletrendszer megoldása: 
x 


Piégyedik he (Kg) 


9 2471/3p—2/3 147-2/3p2/3 
3 3 


2 
det(J) — det Sea AN amel 
-2k2/3p—5/8 Be VB 3 34 
3 


U3. Többváltozós integrálok alkalmazásai 








3.1. HC R? sík- ill. P C R? térbeli tartomány területe ill. térfogata 


Ta7 ff dry, ve- ff 1 ardyaz. 
H P 


3.3. Az Íx, y] sík feletti rész darabjait felülről egy-egy megfelelő függvényfelület határolja. 
3.4. A henger egyenlete (r — 1)? 4 y? — p?, a keresett térfogatot felülről a gömb határolja. 


3.5.—3.6. A z — f(2, y) egyenlettel meghatározott felület felszíne 


a [fee (6) e (ÉG) ezen 








Fizikai képletek 
3.7. —3.13. feladatokhoz: 


PZNEZA 


Ha a H síklemez az [z, y] síkban fekszik és (r,y) € H pontjában a sűrűsége p(z, y), 
akkor H súlypontjának koordinátát: 


ffz: play) day j fv play) day 
JT 0lény) day éa Th ploaag i 








ts — 


A fenti H síklemeznek az z illetve y tengelyekre vett másodrendű (tehetetlenségi) nyo- 


matékai 
9, — ! f7- ota dry, 0, — [7 om dry. 
H Bs d 


míg a z tengelyre (—origóra) vett tehetetlenségi nyomatéka 
0, — 0, -€ 0O,. 
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HaaK c R? térbeli tartomány és (x, y, 2) e K pontjában a sűrűsége p(r, y, 2), akkor K 


tömege 
m- ff f elen dev 
K 
és súlypontjának koordinátát: 


1 

iv Ji fjseteáéa 
m 

K 

1 

Us m) [fr pen deyz 
m 

Ha. MESE plz, y, 2) decyz. 
m 


Ugyanennek a K tartománynak az 2, y ill. z tengelyekre vett másodrendű (tehetetlenségi) 
nyomatékai 


7714 [ EEÁKÉSHÁ B öv [JJ TV sálat 
o, [IT 1? 3 y) plz, y,2)daryuz, 09 — [IT x ay 4 27) . p(m, y, 2) deyz, 


ahol 09 az origóra vett tehetetlenségi nyomaték. 


Tetszőleges e egyenesre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka pedig 


9-[/ 1659 plz, y, 2) dayz, 


ahol f(x, y, 2) megadja az (x, y, 2) pontnak az e egyenestől való távolságának négyzetét. 


3.8. A sík egyenlete z 4 y — z — 0, vagyis a test (xr, y) pontbeli magassága f(r,y)— 14 y 
vehető a négyzet alakú lemez p(z, y) tömegeloszlásának. 


U4. Közönséges differenciálegyenletek alapjai 


4.0. x-re és y-ra mindig egy (összefüggő) intervallumot kell megadnunk! 


4.1. a) Tehát To — 1 és Vo — 2: 
Az érintő egyenes általános egyenlete: y — y(2o0) 4 y(x0) : (z — To). 


4.2. Először a választott pontokban az érintő egy kis darabját kell felrajzolnunk. 
4.3. A függvényt egy ó hosszú intervallumon az érintőjével közelítjük, majd a végpontban a 


közelítést az újabb érintővel folytatjuk, s.í.t. 
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US. Elsőrendű differenciálegyenletek 


Szétválasztható változójú egyenletek 


5.1. Az 
y(x) — H (y(z)) : G(a),  y(x0) — yo (1) 


differenciálegyenletek megoldása: az egyenlet mindkét oldalát H(y)-al osztjuk (Dom(y)-t 
eközben vizsgáljuk), integráljuk dx szerint és használjuk a helyettesítéses integrál szabályát: 


E dee ezüstöt áe sül 
aaz mg run - f amdz-omre 0 


tehát az általános megoldás 





y(2)— MH (9(r) 40), (CER) 8) 


1 
ahol H primitív függvénye 7 "ek és G primitív függvénye G-nek. 


A K.É.P. megoldása: y(xo) — yo alapján az H-! (G(xo) £ C) — yo egyenletből C meg- 
határozható. Dom(y) meghatározásához a számolás során kapott kikötéseket, rag értékét, és 
azt a tényt kell figyelembe vennünk, hogy Dom(y) egyetlen (összefüggő) intervallum. 


Visszavezethető típusok 





5.2. Az y(za) — F(ar d by- c) (a,b,c € IR) alakú differenciálegyenletekből az 
u(x) — ax -- by 3 c helyettesítéssel szétválasztható egyenletet kapunk: 


y (e) — gu(z) — 5. 


433 


5.3. Az y(w) — F(2) alakú, ún. , homogén fokszámú" egyenleteknél az u(m) — BZ 
helyettesítéssel szétválasztható differenciálegyenlet adódik: 


uld —z-ulm) és y(r) — ul) har: u lm). 


Lineáris egyenletek 


5.4. 
y(3) 4 plz) "v(2) — a(z), v(ro)— To. (4) 


I. Direkt módszer: Legyen P(x) egy primitív függvénye p(x)-nek. Szorozzuk be a fenti 
egyenlet mindkét oldalát eP("-el: 


y(x) e? 4 p(g) eF . y(m) — a(x) e? (5) 
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ahonnan az (e? egy — eft") . P(x) összefüggés alapján kapjuk: 


(ya) eF) — a(a) eF (6) 
vagyis az általános megoldás 


jláseze JÉ ale? dr. 7) 


A K.É.P. megoldása: y (ro) — yo és (7) alapján C meghatározható. Dom(y) meghatározá- 
sához a számolás során kapott kikötéseket és xg értékét kell figyelembe vennünk. (A fenti 
gondolatmenet a Laplace-transzformáció alapja.) 


II. , Állandó variálása? módszer: Az (4) egyenlet homogén változata 


y(2) 4 plz) : y(2) — 0 





szétválasztható, melynek általános megoldása y(x) — terPf9).D (DEeEKRtT, P(x) — 
— / p(x) dx). Az ,állandó variálása" elnevezés azt takarja, hogy a (4) inhomogén egyenlet 
megoldását y(r) — 4e-P6) . D(xm) alakban keressük. Ez pedig a 

te-FPC) . D"(x) — a(x) 


egyenletre vezet, ahonnan 


D(1) — tf almere dx 4 C 


y(x) — terPC) . (e ]. g(xjeP) da -k c) . 


A K.É.P. megoldása és Dom(y) meghatározása a (7) után írtak szerint lehetséges. 


Bernoulli-egyenletek 


Általános alakjuk:  y(x) 4 a(m) - y(x) — b(x) - vé(m) (8 ER. 
Az u(T) : y P(x) helyettesítés után lineáris differenciálegyenletet kapunk. 





Egzakt egyenletek 
Általános alakjuk: 


Pr) A(zy) (0) —0 ahol Play) — A(z), 
y Tz 


az egyenletet szokás P(x, y) dx 4 0(x, y) dy — 0 alakban is írni. 
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Megoldása: f P(x,y)dx és f 0(x,y) dy kiszámítása után felírjuk az 


JE y) dx -- 4(y) — f 26 y) dy -— e(2) (8) 


egyenlőséget, melyből 4(y) és p(r) meghatározhatók. , 
Jelöljük a (8) egyenlet (bármelyik) oldalát F(x, y)-el, számítsuk ki a K.É.P. alapján cg 
értékét: 
F(xr,y)— co (9) 
majd oldjuk meg a fenti (implicit) egyenletet y-ra, a megoldás lesz a keresett y(r) függvény. 


U6. Elsőrendű differenciálegyenletek alkalmazásai 


6.9. Írjuk fel a kötél két közeli, (xo, f (x0)) és (zo - h, f (xo 4 h)) pontjaiban ható erőket: 
az érintő irányú kötélerők vízszintes összetevői kiegyenlítik egymást, míg függőleges össze- 
tevőinek különbsége megegyezik a gravitációs erővel. (A kötél sűrűsége legyen p, kereszt- 
metszete ().) 

Ha nem sikerül a differenciálegyenletet felállítanunk, akkor a megoldást csak az (13) 


egyenlet felírásáig olvassuk el, és próbáljuk önállóan megoldani az egyenletet. 


6.10. A feladat áramkörére 
R-i(t)) AL -i(t) — u(t). 


(Lásd még a 10. fejezet útmutatójában található általános elektronikai összefoglalót is.) 


U7. Parciális törtekre bontás 


7.2. Az Algebra Alaptétele (valós változat) szerint: minden, legalább harmadfokú polinom 
felbontható alacsonyabb fokú polinomok szorzatára. 
(Lásd pl. Szalkai István honlapján: 
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/-SZALKA[/PARCTORT-PDFW.PDF 
vagy Diszkrét matematika és algoritmuselmélet c. könyvének (Veszprémi Egyetemi Kiadó, 
2000) függelékében.) 
A középiskolából jól ismert az alábbi összefüggés: 














Egy p(x) — ax? 4 bz 1 c másodfokú polinom akkor és csak akkor reducibilis (felbontható), 
ha diszkriminánsa D 2 0, ebben az esetben 


p(x) —(z— 11): (2— 72) 


(  gyöktényezős alak"). 
A D c 0 esetben p(2) irreducibilis (felbonthatatlan). 














7.3.—7.5. feladatok: A parciális- (más néven: elemi- vagy rész-) törtekre bontás módszere 
röviden megtalálható Szalkai István oktatói honlapján: 
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/-SZALKA[/PARCTORT-PDFW.PDF 

vagy Diszkrét matematika és algoritmuselmélet c. könyvének függelékében. 
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U8. Laplace-transzformáció és inverze 


A Laplace- és inverz- transzformáció alaptulajdonságai és az alapfüggvények transzformáltjai 
megtalálhatóak Szalkai István oktatói honlapján: 
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/-SZALKAI[/LAPLACE-TABL-H.PDF 


8.1. A Laplace-transzformáció definíciója: 
FJ- ED — [10 - ert at 
0 


amennyiben az improprius integrál konvergens. 


8.4. A Laplace-transzformáció inverzének definíciója: 


X0-ioo 
f(t) — h F(s) : et ds 
Xg —ioo 
amennyiben az improprius integrál konvergens, ro 5 a pedig tetszőleges (rögzített) valós 
szám, ahol Dom(F) — (z € C : Re(2) 5 ah. 


U9. Integro - differenciálegyenletek megoldása Laplace- 
transzformációval 


9.2. Haa K.É.P nem az xg — 0 pontban van megadva, akkor a függvényt vízszintesen eltolva 
alkalmazzuk az Eltolási tételt: 


LD(f(t—b)) —e""F(5). 

9.3. Ha az egyenlet jobb oldalán levő f(z) függvénynek nincs Laplace-transzformáltja, ak- 
kor használjuk az F(s) — £(f(2)) rövidítést, majd vissza transzformáláskor a Konvolúció- 
tételt: L(f xg) — £(f) : £(g), vagy másképpen 

£-(F.-G)—-£(F)x£L(G). 
Alkalmazások 
9.6. Az ábrán vázolt rezgőkörök esetén 

el e/ 1 . 7 
L-i DrR-il2 tai) — u(t) 


(lásd még a 10. fejezet útmutatójában található általános elektronikai összefoglalót is). 
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9.7. Ha csak v(t) határértékére vagyunk kíváncsiak, akkor használhatjuk a következő össze- 
függést: 
lim f(t) — lim s : F(5) 


too 
ahol F — L£(f). 
9.8. Alkalmazzuk az 
F.6——k:s és Fssz—m:a—m-s"— F.gót Fk 
összefüggéseket. 


U10. Fourier-sorok, alkalmazások 


A Fourier-sor definíciója (, képlete"): 
ha az f függvény periódusa [— L, L], akkor 


F(fa)- Br 3 (a cos (E) sz MESGB 6 














ahol 
1 f k 
Ta 

14477 racs (E) dc; k-0,1,2,... 
-L 
1 f k 

n-rf[rosn( e) dá. ked 2 
-L 


Speciálisan L — mx esetén 


ag 
F(f mi. -k 2 ax " cos(kT) -- b, : sin(kr) ) 
ahol 


1 7e 
— 5 ff) cos(ka) dr, k — 0,1,2, . . . 














1 77 
b— [2 sin(ka) dr, kel 2ssezs 


10.1. Ha valamely függvény megkapható egy másik lineáris transzformációival, akkor 


Fourier-transzformáltját már könnyen előállíthatjuk. 
Pontosabban: ha g(x) — a :- f(z) 4 8 és h(z) — f(y: 12) akkor 


F(g) — FlafogrB-a-F(fwm) B 
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R-L-C áramkörökről 


Soros kapcsolásnál 








ipolt) — ü() — -- — int), apolt) — un(t) FF unk), 


párhuzamos kapcsolásnál 








irolt) — (09-én (0), uzolt) — (0) 


továbbá: 





:1íD. REM, 
(LER), 


R ellenállásnál — ux(t) — 


Ltekercsnél  ur(t)—L:- 





C kapacitásnál — uc(t) — 


Gye le ala. IJ 
. 
stb 
ek 
Slsszzztttl 





af gtáds (C el 
0 


NR). 





un (t) bármelyt € R időpillanatban, 


A jegyzetben a 6.10, 9.6, 10.5 sorszámú feladatok vonatkoznak elektronikai áramkörökre. 


10.5. Mivel a bemeneti körre felírt egyenlet Isin (100-rt)] miatt nem számolható, ezért he- 
lyette Fourier-sorát véve tagonként oldjuk meg az egyenletet és a megoldásokat összegezzük. 


(0) Szalkai István, Dósa György, Pannon Egyetem 


(0) www.tankonyvtar.hu 


Megoldások 


M1. Többváltozós függvények folytonossága és deriválható- 
sága 








Folytonosság 
1.1.a)  lim  cos(y)sin(8)—1-1— 1. 
(x,y) (r.0) 
] sinlzy) Tim sss] ."y—1:1—1. 
(xyjo(0)  " (2y-(01)  " 
lim  — a nem létezik, mert y — tx esetén — lim - — lim evi különböző t szá- 
(74) (0, o) 7 (x,y) (0,0) "9 T60 
mokra ele tszó eredményt ad, at t — 1 esetén lim - ]J, — --oo míg pl. t — —1 esetén 
lim —3 — —o0. Azonban . lim  ]-- — --oo könnyen belátható. 
3607? (x.y) (0,0) 


te ÖM gy ( — 5) nem létezik, mert lim (4— 2) — lim (5) — 0 vagy -koo, t-től és 
2 előjelétől 5158 





. x2 
b) ; éj 07 ejnye nem létezik, mert lim 1 TET szil: 8 Éz nem csak egy értéket vesz fel. 
xy) (0, 
2 B 
- my? tr — m.t - t 
ii Jim § -rÉg — 0 mert y — tr esetén Es — sss — 7" Tr de mivel él aK 



































valamilyen K € R korlátra (vt e R, K értéke lényegtelen), így Ég :K 0 
midőn x — 0. 
lim fs nem létezik, mert y — tzx esetén a 
(zy)o(00) TT 
sin(z) sin(y) — sin(x)sin(tz) — sin(z) sin(tr) t 
x2dy2 9a22(148) za ta 138 

kifejezés határértéke függ t értékétől. 

fi jan s 5 nem létezik, mert lim zt — E függ t értékétől. 

xy) (0,0 
c) tsz s tis INET] nem létezik, mert lim 17 KN 7 -A - függ t értékétől. 


(€) www.tankonyvtar.hu (0) Szalkai István, Dósa György, Pannon Egyetem 


M1l. Többváltozós függvények folytonossága és deriválhatósága 41 
























































Try a e P3 xy ME x2t Ez t PA pi 
áj Ea Tara 0 mert y — tz esetén 72me zeres 7 t7 továbbá 
L ca K valamilyen K E R korlátra (vt e IR,  K értéke lényegtelen), í 
ZETI y yeg gy 
Wö8 a Ir] - K — 0 midőn z — 0. 
72-y 
lim — 0 az előző feladathoz hasonlóan. 
xy) (0,0) ETT 
az 2 
1. van e. sz 5 nem létezik, mert ugyan zi — 00 (a számláló korlátos és a nevező 
xy (il 
— 0), de a nevező előjele instabil, vagyis 5 - a ,, E 007 — ami nem lehetséges. 
im  -£—4 — im d4 —-1 
azo) 7- ayoan ety? 
e) sgt ag zart — 0, mert y — tax esetén 5 — ei 5 Bliss ks Ter és 
Éles a [5]: K — 0 midőn xz — oo, a b) 2/ feladathoz hasonlóan. 


3 MAs 3 Taő nem létezik, mert aj — STT és azy — x t h helyettesítés alapján 
TD, y)—(00,00 


— 77, ami minden he R esetén más. 








d. 




















1—-y 
ugyes 09) 7 FEÉNT z nem létezik, mert y — ta esetén - ma eg te minden t € R-re más. 
j sz Ms ára R- Á 
Ai Ek a sin (ás ) nem létezik, mert y — tx esetén arj — ja mindent € R-re más. 


Parciális deriváltak 


1.2. a) Az 2 változó szerinti parciális függvény és deriváltja y — 2 esetén: 


6 fls2) 994124 nm, re f(x x,2)—-41— 2 (5 0), 
[0 1 15 
-1 —f(1,29—4——— —. 


Az y változó szerinti parciális függvény és deriváltja z — 1 esetén: 
ye f(ly—24y-őtm  y-5f(ly-1tá (yA0) 
[6 1 5 
—26- —f(1,29—114-—-—-. 
Az 2 változó szerinti parciális függvény y — —4 esetén: 
re f(x, —4) — 23? —44 2 am (20) 
ami z — 0 pontban nem ditterenélálható; tehát 2 37 f (0, —4) nem létezik. 
Az y változó szerinti parciális függvény és deriváltja x — 0 esetén: 


ye f09)—yta  yrZf0y-1 (yA0), 
8) 
y—-——4. ao 0] maj 
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b) Az 2 változó szerinti parciális függvény és deriváltja y — 1, z — 2 esetén: 
re f(r,1,2) — 2e", Tr 2f(z,1,2) — —2e", 


rT-0. JT(0.1.2) — —2. 


Az y változó szerinti parciális függvény és deriváltja z — 1, z — 0 esetén: 
ye füy.0)—0, ye 3f(1y0-0 (yA0), 


(8) 
y-2 37120) — 0. 


A z változó szerinti parciális függvény és deriváltja z — 1, y — 1 esetén: 
zR f(1,1,2)— zet, zn Zf(12)—e 


[9 1 
z7-0s az fü.1.0) és 


c) Az a változó szerinti parciális függvény és deriváltja y — 0 esetén: 
re f(z,0) —0, To 3f(z,0)—0 (reR), 





72-06 2f(0,0) — 0. 


Az y változó szerinti parciális függvény és deriváltja zt — 0 esetén: 
yr f(0yy—0, — yr3f(0y—0 (yeR), 





[8 


Az a változó szerinti parciális függvény és deriváltja y — 2 esetén: 








4; ge 7 ec A j 
te Tina est re 5f(z,2) — (25) ET (TER), 
[6 6 
she JÖ e 


1.3.a) 5 (2? 4 z - y? 3 322) — 224 gé), 





pl baegő 4327) —2gy, £(2-1r-y 43229) —6z (xy, zel). 








b) ö sZ sz y x ? y 50 
Oz WV /12 1 y2 (x2 4 y2)? 








9) x 2 gy söegész 
Oy WV /12hy2 (x2 xy?) I 
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Differenciálhatóság 


1.4. a) Mivel (a? — xy - y?) —27T—y ryeER 





(27 — ry 7 y?) —2y—i ryeER 


g]logplo 





folytonosak, f (totálisan) differenciálható minden (x, y) c R? pontban. 


: o , 
b) Mivel 5 (y sin? z -- x cost y) — ysin27 --cosjy ryeR 
x 





— (y sin? z -- z cosy) — sin r—gxsindy Tr yeR 


9y 





folytonosak, f (totálisan) differenciálható minden (x, y) c R? pontban. 
c) 





(8) (8) 8) x -1 hazc0 
ea ,0,0)——— (varo?) — ése ,T40 
GEZa ) öz WV" 0x iz] Iz] (a hazc0 ja 
KT vJ-5(v/27prz) - ei mivel y?4z2z?50 
Og 07 Vr? 3 ya 2? 

tehát 


4 b 


(0) 
71242) Hl 32 ry 2? 





ha a2d4y-rz 50 


és hasonlóan 


y 


[8 
Ke 1, y, 2) — 
ay HA) /r23y ar 2? 


Z 


32 -- y? - 2? 


ha 29ty-rz 50 








[ő 
az (tev 2) — ha 3ty-rz50 





folytonos függvények az origót kivéve, ezért f (totálisan) differenciálható minden 
(x,y, 2) ER? x ((0, 0, 0) ) pontban. 


ú) sz in(143) 5-5 st ha 3A0ésf 5 —1 


2. In (1-2) — -- ha 3A0ésf 5 —I1 


Lt 








folytonos függvények, ezért f (totálisan) differenciálható a ((r,y) c RX9 Iz A 0és § 5 —1] 
halmaz minden pontjában. 

















e) Mivel 
[2 [2 Ty egy 2 2 
EE E E mm —1] :. — h 3 DD 0 
sz fe y) (a) 2 ge y2 y (2 FI pp a 2 y ) 
fő) ( fő) ) Ty y? — 9? di kő 
— f(z,y) — ( — — —y. ——— ha 37 ty 50, 
Öy eza) 9y] 224 y (2 7 y2)? 
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f(z,0)—0, — 2F(00)—0, — 7(0y)—-0, — £/7(0,0)—0, 

így a parciális derivált függvények folytonosak minden (x,y) € IR? x ((0,0)1 pontban, 
tehát ezekben a pontokban f differenciálható. Az origóban viszont, bár léteznek a parciális 
deriváltak, f nem folytonos, ugyanis 








im (25-00 mm 24 f(00)—0 
im [—,— J — (0, im f(—, —) — lim ——— — , 0) — 
tehát f nem differenciálható a (0, 0) pontban. 
Jf) Mivel 

Ö 0 zlyl iv? 

[6) 9 gl]yi a 

a f(2y— —— s — signly) " ———z hay 70 

Oy Oy 4/1272 (x2 xy?) 








folytonos függvények, f differenciálható minden (x,y) € IR? x ((a, 0) I a e R) pontban. 
Vizsgáljuk most a differenciálhatóságot az x tengely pontjaiban: 


A (0, 0) pontban nem differenciálható, ugyanis az f(0,0) — A f(0,0) — 0 miatt a diffe- 
renciálhatóság esetén 


Fay) — f0,0) 4 zzz T(0.0) 4 2: T(0,0) 4 Ray) — R(a,y) 


(xy) (0.0) 47? 4 y? 


8 jú 4 : R(5 ma) 
Most azonban lim (5, 5) — (0,0) és lim E 


1 
n—o0 Tt n—o0 1 4 1 
n2 n2 


3 f(a,0) — 55f(a, 0) — 0, és differenciálhatóság esetén 


— 0 teljesülne. 





1 
5 - 0. Egy (a, 0), a A 0 pontban 


fas) — fa,0) re 5zf(a0) ru 57 T(a.0) 4 Rey) — Rey), 


R 
és — lim AA — 0 teljesülne. 
(zyo(a0) 1? -- y? 


Most azonban lim (a -- -, £) — (a, 0) és 














lim V(ern) ee 22. ága Ven k sign(a) 40. 
Ms fnkazajfag 8 az 92 
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5. ábra. 1.4.f) megoldás 





2] 


za 














1.5. a) (x,y) E R? esetén 
(27 44? — 31y) — 327 — 3y 


(7 -k y? — 3xy) —2y—32 


logo 


folytonos függvények, ezért 
grad f(0,0) — (0,0) 
grad f(0, 1) — (—3, 2) 
grad f(zr, y) — (327 — 3y, 2y — 32) (z,y) e R2. 





b) Használjuk az 1.4.c) feladat megoldását: 


1 1 1 
mű fÜ djel aes 
eső ( - 5) 





és (r,y, 2) E RP s ((0,0, 0) ) esetén 


á ü x y 2 
gra f(z,y,2) — Va2aryar2 Var y2 az Var y ir 2 j 


Megjegyzés: Az r — (2, y, 2) jelöléssel függvényünk 








J(r)-h reR? 
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alakban írható, és deriváltja, azaz gradiense 





f(r) — grad f(r) — v r E R3x ((0,0,0)) 


ami megfelel az 

f(x) — Iz 
függvény deriválásaként kapható, igaz egyszerűbb alakban is írható 
TD 1 350 
Iz] —1 xc0 


reR 





f(2) — 





TeRx (0) 


eredménynek. 





c) (x,y, 2) e R? esetén 
(a? - 4? 2) —- 22 
(27 73- y? — 27) — 2y 


(a? -k y? 2) 7 22 


eiselsglo 


folytonos függvények, ezért 


grad f(1,2,3) — (2, 4, 6) 
grad f(x,y,2) —(2x,2y,22) — (ry2) elő. 





2 





Megjegyzés Az r — (2, y, 2) jelöléssel függvényünk f(r)—lrI"  (r € IR?) alakban írható, 
és deriváltja (gradiense) f(r) — gradf(r) — 27 (relR?), ami megfelel az f(r) — 
—]r9— a? (x IR) függvény deriválásaként kapható f/(r)—2xr  (x c R) eredmény- 
nek. 











d) x? 2 y? 5 0 esetén 











fő) Z (0 —IZ 
Oz /a2 ky (x2 ay?) 
0) ő 0 -yz 
0y Va 4 y2 § (x2 -k pp] 
(8) Z 1 











Oz /a2 1 y2 NN Vai y? 
folytonos függvények, ezért 
—3 —4 1 
d f(3,4,5) — [ —, —, — 
mmdf845-(z5) 
ŰZ —yz 1 


(2-2 (2 Vay? 





grad f(x, y, 2) — ( ) xy 50. 
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Iránymenti derivált 


1.6. a) v — (d 3) egységvektor, és 








5.6 tő — 2reőt 
T 
9) 14 2 
—er TY —2ye 
Öy 
folytonos függvények, tehát grad f(—1, 2) — (—2e5, 4e9) ezért 
1 1 
D,f(—1,2) — —2e5 . — 34- 4e5 . — — V2eS s 570,53. 
jed2 7 7 
b) v — (3, V11, 4) normáltja: G VEL a). és 


ka sin(z 4 y) — 2cos(z 1 y) 
Ox 


9 . 
ay sin(z 3 y) — zcos(r -- y) 





9 . : 
97 sin(r 4 y) — sin(z 4 y) 


folytonos függvények, tehát grad f (7, 2, 1) — (4 2 2), ezért 





1 3 1 VII V3 4 3-42/II£8V3 
Dr(aa1) Vat vk EBB ggg, 


676 gs 


"362 6 úg 6 24 
c) Az a(— 30") — § szög irányába mutató egységvektor 


— ( 7 . 7) V3 1 
v — 4DS SM zi 3"3] 








és 
(0) fő) 1 
l Hy)— —l Hy) — 50 
az plz ty) ETT nie y) sen 71 
folytonos függvények, tehát grad f(1, 1) — (3, 3) ezért 
1 V3 1 11 43-41 
Haji He jüldjezi oz z sz 0,683 01. 


d) v normáltja: e, — mi s (4. 2). Mivel f a (0, 0) pontban nem differenciálható (lásd 


az 1.4.f) feladat megoldása), ezért adjuk meg a 
íjtv3 
14) 7 1 ba nö hat20 
9(t) — 
f(0,0)—0 hat A 0 
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függvény deriváltját t — 0 helyen: 


prog egge ő. 


Megjegyzés: Vegyük észre, hogy minden a: irányban létezik az iránymenti derivált az origó- 
ban, mivel 


tcosaltsin al 
V (t cos a)2 -- (tsin a)? 





to f(tcosa,tsin a) — — t cos a [sin al 





és a derivált értéke a t — 0 pontban: D.f(0,0) — cos a lIsin al. 
Tehát minden iránymenti derivált létezik, de f nem differenciálható a (0, 0) pontban (lásd 
az 1.4.f) feladat megoldása). 





1.7. v — PÓ(3, 4), normálva (3, 5) 
fo) 9) 2 2 A 2 
az f(2y— 57 (2 —2eyt gy 41) —y— 4ny- 27 
fő) (0) 
af (mw — gy (a? — 2a7y ta? 1) — —2a(z — v) 
2 eti 27—27—4-1-232-1— —2 
Og 
7100-—210-2) m 
grad f(1, 2) — (—2,2 
3 4 2 
Dpaf(1.22——2- 5425 — gr 
1.8. 
ö Ö a 
szf2—gzltáy)—2e  5772D-4 
Ö Ö a 
gy — gy (ay) —gy 51808 


grad f(2, 1) — (4, 8) 


2 a? 


Tehát a , legnagyobb növekedés?" iránya és értéke 





v—-(4,8) — D,f(1,2) — Igrad f(2,1)] — vV42 -- 82 — 445, 
a , legnagyobb csökkenés" iránya és értéke 


—v — (—4,—8)  D ,f(1,2) — — I[grad f(2,1)] — —4v5. 
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Összetett függvény deriválása 
1.9. a) f(x, y, 2) — ryz, x(u,v) — u? 4 v, y(u,v) — u — v? és z(u,v) — sinu parciális 


deriváltjai: 


fő) 9) 0) 
az (242) — yz ay 12) — 12 azfey2 — 114, 


I óáaó] — 24 CE tn sző) —1 —z(u,v) — cosu 
du du 


át zt E fia) — —2y ábra) S0. 
Ov 


0v 


Tehát az összetett függvény parciális deriváltjai: 


5 (u2 4 v,u — v sin u) szi 

— (u — v?) - sin u - 24 — (u? 4 v) - sinu - 1-7 (u? -- v) : (u — v?) : cos u, 
Ö 2 2 a; 
91 (u? 4 v,u — v?, sinu) — 

— (u — 03) -sinu 1-4 (u? A v) - sin u - (—2v) 4 (u? - v) - (u — v?) - 0. 


b) f(z,y)— 5, T(t) — Int, y(t) — e! parciális deriváltjai 


o 1 [8 x 


50) — (b) — et. 


Tehát az összetétellel kapott egyváltozós függvény deriváltja: 


(0) WV ny. l 1 lhnt , 1-—-t-Int 
317 (nt, e) — (f(nt, e) ILS E án ÜLÉSE" E. 
6) f(3y) — ety x(r,b) ——rcosd, y(r,b) —rsind parciális deriváltjai: 
9) e 223? 9) 22 3y? 
971 (2y) — 27e ay! (34) — 2ye 
fő) [6 . 
zzz(r.ó) — cosó  zzy(r6) — sin ő 
[0 


Et $)—rcos o. 


x(r,b) — —rsind 95 


06 
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Tehát az összetett függvény parciális deriváltjai: 


8) 
av cos $,r sind) — 2r cos? a - e" 4 2r sin? b : e" — Dre 
r 


531 cos $,r sin b) — —r? sin(29) - e 4 sin(29) - e" -0 


felhasználva a 2 sin $ - cos $ — sin(26) azonosságot. 
1.10. a) grad x(1,2) — (—1,0), grady(1,2) — (v2,10) és f(r,y) — x? - ry parciális 
deriváltjai az 
(z(1, 2), 4129) 8.4) 
pontban: 


E sad zétptá ra perásázió 
Ox Ox 

(9) 

— 4)—4 


Tehátaz F(u, v) — f (zr(u, v), y(u, v)) összetett függvény deriváltja az (1, 2) pontban: 


grad F(1, 2) — (10 - (-1) jásza 10-0--4-10) s. (4V2 — 10,40) . 


afta) — a 


b) grad f(—1,1) — (3,2), és az rx(u,v) — u? — v? y(u,v) — e. , helyettesítő" 
függvények és parciális deriváltjaik értéke az a — (u, v) — (—1, V2) pontban 
z (-1 2) sésál d (12) si 
[0 


Jez(uv) — 2 (uz — v2) — 2u Si V2) — - 

[0 [0 UV v [8 
pert) - gy (5) A 947 (1 ae 
ez(uv) — 27 (uz — 47) — —20 2.7 ae 


[8 [8 UV u 9 
pas ay (5) -— ay 2)-- 
Tehát az F(u,v) — f (x(u, v), y(u, v)) függvény deriváltja a (—1, v2) pontban 


grad F (-1,V/2) - (3 2) - 2(-1), 3 (-2V2 ) 2) - (-8,—5V2) . 


1.11. Mivel 
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kapjuk 


safe — az ev s (7))- vs) -v-s s 


auf — gy eves (7) -ete (2) zet 


amiket szorozva az 2 illetve y változóval, majd összegezve kapjuk a bizonyítandó 





fő) [9 
z-——f(ry) ty: 7—f(zy) — 21y 
Ox 0y 


összefüggést (mivel £ - g" (£) kiesik). 


Magasabbrendű deriváltak 


1.12. a) Ha 2ry ty? 50 





























Ö y 
— [v23y 7 y?]) — 
Ö ( VEK ) y 4 2gy 
0 ( 1 v?) e o gy Met —y? 
02? Ox Ha / y? -- 2xy (y2 4 dry) 
0? fő) y xy 
2ry ty?) — - 
0? o Alto) —— 
0y? ( si ) Oy (s ( F0Ij-T- )) 
0 14y ii —g? 
0y ya 2gy (y2 dry) 
b) 
öz (2x7y — 3y2z xyz) - 4Ty- yz 
2 [6 
Da ag d a. 2 E 
ETEEN (22 y—3yíz xyz) 9) (47y ty2)—4rh-z 
2 
(6) 
Z - (2x2y — 3y2 az fá ca 
az 227y— 3472 4 ry2) — ——(4ry b 42) — 4y 
új [0 
LD fogadás 2 2. Bi 
CSYET (2x y — 3yíz xyz) 9 (4t2)—1 


3 


sz (2x7y — 3yz 4 xyz) - 5 
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c) Haz 5 0 akkor 


02 


07 y o 4-1 y-1 
zo lg, ét )— az" (ylnx--1) 


- (29) er" iiz 
0? fő) 
d zzz s zös sz 471 
ETET (29) iz (19lnr) — 29" (ylnz- 1) 
0? 9 /0 fő) 
méz: yy— 7 [/// . 4-1 E y—2 2 Es 
0x2dy ús Oy (az (y j )) Oy (z (y y)) 


— gy7? (2y-3-vlnr—ylnr—1) 


3 
ZT (x) ai e (97 (y In T- 1)) — xy72 (2y -k y Iz —yinz — 1) i 





Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a kapott parciális derivált függvények folytonosak, ezért 
az eredmény nem függ a deriválás változóinak sorrendjétől, tehát: 











92 02 b 0? 93 
J — J GYE J. 
OI0y 0y0x 0x"0y Or0yor 
1.13. a) Ha y / —1 akkor 
(8) HE -k 
él ra 



































x 1 —1 0? —1 
—- ei 1,1 
y 2 ( 4 (yt 1) öz vi ) 2 
fő) ki sinat B 
9414 y TEV, 
07 (142 3-1 3-1 02 2 
san é sik ES) (y- 1) aza 
éyzef zgyiso i 
b) f(a,y) üt kell ta a fdszal , ezért f(r, 0) — f(0,y) —— 0 és 


v(a1-412y2—y?) 

















r—-0yeER 
xr(—rt34r2y2-yt ; 
2 f(x, y) sz W ; (x2-ry2)? ) y A 07ER 
új A y-0rER 
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tehát 3 f(0,y) — —y yER és au TE 09—: zE€R, ezért 


9 /0 : 0? 
37 (azf0w)--1 vek -Zzf0.0)- -1 
[6 








(2700) - 1 TER SA ——ef(0,0j E 1. 


070 0y0x 


Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a másodrendű parciális derivált függvények nem folytono- 
sak, ugyanis például 














2 a ( y(2-4a3y2-yt) ] 
ge fte— § 9 ( erne TÉRT 
(E e élyeR 
—1 T—-0yeR 


1 02 1 02 
G 0) — (0, 0) dm agg! (6 0) -17 zgyf00)— -1, 


ezért nem következik a vegyes másodrendűek egyenlősége! 


1.14. Ha xy - 0 akkor 














az Te) — az (olv) var Ms nyet aj u) - v) 
afta - tam (Dr Dr 

[6 [6 x 

Öy 68441 68 9(ry) eglAt DJ s 2 9 VEN HA 








L 
B ra -reve- gala 25 ar) 


amiből kapjuk 
2 2 


afa)? zzf(a) — 0. 


Szélsőértékszámítás 


1.15. a) Az 
(3? 5 27y — 274 2y?—2y 12251) —2742y—2—0 


úr -2ry — 27 4 2y? —2y 4 2? 7-1) — 277 4y—2—0 


ss ele 8le 


(2? - 2gy — 27 -- 242 —2y 12241) —22—0 


egyenletrendszer megoldása a P(1, 0, 0) stacionárius pont. 
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Megjegyzés: Vegyük észre, hogy a függvényünk a következő alakban írható: 
f(x,y,2) — 3 271y— 27 4 2y? — 2y -- 27 7-1 — 
— ((1—1) 4 vk 20 — f(1,0,0) 
tehát a P(1, 0, 0) stacionárius pont — most szemmel láthatóan — (globális) minimum hely! 


b) Az 


ez — 2re7-v 0 
Zár 2 2 
Si y — —2ye" 9 —0 
egyenletrendszer megoldása a P(O0, 0) stacionárius pont. 


Megjegyzés: A z — e7—? egyenletű 





6. ábra. 1.15.D) megoldás 








2. 
z-e 9§ 








felülettel adott függvénynek a P(0, 0) stacionárius pontban nincs szélsőértéke, mert: 


f(x,09—e7 51—(0,0) — har40 


f(0y—ef c1—f(0,0) — hay40. 
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c) Az 
0 , . 
97 inz cosy Hz — y) —cosr31—0 
új 
[0 
5 (sin 4 cosytr—y——siny—1—0 
y 


egyenletrendszer megoldásai a P, (x -3- 2km, 97 3 21r) (k,l c N) stacionárius pontok. 


1.16. a) A 
(227 yt — x? — 2y?) — 87? — 27 —0 


g]l58]e 


(227 - y! — x? — 2y?) — 4y(y9— 1) —0 


—1 1 —1 
egyenletrendszer megoldásai P), EZ , P.(0,1), Pz G), PR. (o) P:-(0, 0), 


1 —1 1 
Ps 0), P; Éz -1), Ps(0, —1), Ps G -1), továbbá 


— (29 -k yt — 7? — 24?) — 247? — 2 





(2a" -k 4" — x? — 24?) — 12y? — 4 


07 4 4 2 2 
ja ét mm — 2y9) —0 





vagyis 
A(x,y) — (24? — 2) (12y? — 2) — 02. 
A (Pt) — (24/4— 2) (12—2)— 405 0 tehát P.-ben van szélsőérték, 
2 


(6) 


miatt P, minimumhely, a minimum értéke 


10-r(7a) -2(7) (7) -2.12- 5, 


A (P2) — (—2)(12 — 2) — —20 c 0 tehát P--ben nincs szélsőérték (P. nyeregpont), 
2 


(0) 
A (P3) — (24/4 — 2)(12—2)—40 50 és 97 (Pz) — 45 0 tehát P;-ban minimum van, 
x 


A (Pa) — (24/4 — 2)(—2) — —8 c 0 tehát P/-ben nincs szélsőérték (P4 nyeregpont), 


92 
A (P5) — (—2)(—2)— 450 és 972 (P;) — —2 tehát P--ben maximum van, 
x 
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A (Ps) — (24/4 — 2)(—2) — —8 c 0 tehát Pg-ban nincs szélsőérték (PP; nyeregpont), 
2 


(0) 
A (P;) — (24/4 — 2)(12—2)— 405 0és op (P;) — 45 0 tehát P;-ben minimum van, 
x 


A (Pg) — (—2)(12 — 2) — —20 c 0 tehát Pg-ban nincs szélsőérték (Pg nyeregpont), 
2 


A (Po) — (24/4— 2)(12— 2) — 40 5 0 és 5 ( 


P9) —4- 0 tehát P9-ben minimum van. 





7. ábra. 1.16.a) megoldás 








293 -- yt — x? — 2y? 








b) Az 














02 22--y2 22342 
972 xe 2 sm (1? — 3) e 2 
HE 


02 szaz sÖ442 
9 [e ii ) — x(y—1) ez 
y 


0? 2242 ja 
mál etés 
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vagyis 


2 


2 
A(z,y) — z (2-3) et -z (ye — [/ (a? — 1) ezés) 3 


A P(1,0) pontban (257) 2-2, (21) 0) — 7, (5-7) (B) —0, így 


—2 1 2 
Apja zi sseeüs ő sű 
Ve e e 
tehát P-ben van f-nek szélsőértéke, és (a TI(R)E 7 a 0 miatt a P(1, 0) pont lokális 


maximumhely, ahol a maximum értéke f(P) — —. 
A 0(-1,0) pontban (227) (2— 3. (5) D- 2. 
(25577) (2) —0, így 





AS Zssős stee 
(9) ie c 
tehát 0-ban is van szélsőértéke f-nek, és (A f) (2) — 3 5 0 miatt a 0(—1, 0) pont 
lokális minimumhely, ahol a minimum értéke f(0) — —- 


c) A 


[8 

az (zt — 227 4ry — 2) — 47? — 471 4y—0 
o 
ay ke 1 y! — 29? -- 4gy — 24?) — 4y? — 4y 147 —0 


egyenletrendszer megoldásai a P(— v2, V2), 0 (v2,—vV2), R(0,0) stacionárius pontok. 
Továbbá 


0? fő) új 5 
sze) - az — 42 1 4y) — 121 — 4 
0? 0) 

aie y) — ay év — 4y 4 4r) — 12y? — 4 


2 


——— Szá [ASZT 3 tüz ti 
öz ő y) új. (4 49 4y) 4 


vagyis 
A(z,y) — (1227 — 4) (12y? — 4) — 42. 


A P(—V2,V2) pontban 
B (2 (-v2) - 1) (12 (2) sú 1) — 42 — 38450, 


FB Ké 
12 (-v2) -—4—9050 


(0) Szalkai István, Dósa György, Pannon Egyetem (0) www.tankonyvtar.hu 


58 MEGOLDÁSOK 





tehát a P(—V2, V2) pont lokális minimumhely és f(—V2, v2) — —8. 
A 0(vV2,—V?2) pontban 


A(0) — (2 (2) -4) (2 (-v2) -4) — 42 — 384 50, 
12(V2) -4—2050 


tehát a 0(v2,—vV2) pont lokális minimumhely, és f(vV2,—v2) — —8. 
Az R(0, 0) pontban 
A(R) — (—4(—4) — 8 —0, 
tehát az R(0, 0) pontról A segítségével nem dönthető el, hogy szélsőérték hely-e. 


Megjegyzés: A függvény grafikonjáról 





8. ábra. 1.16.c) megoldás 





z — a thy! — 293? -- 4ry — 2y? 





is látható, hogy az R pontban (origóban) az f(x, 0) — 11—22? és f(0,y) — yt—2y? parciá- 
lis függvényeknek maximuma van, dea H — ((a,a) ] a e ÍR) pontokban vett f(a, a) — 2a 
függvényértékeknek az origóban minimumhelye van, tehát az origó nyeregpont, vagyis nem 
szélsőérték hely. 
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d) A 


27232 —1 
(gy 1—a2— gyz) — -y— 0 
1 — 32 — y? 
x? 3 2y?—1 


xy 1—22—y?) — —1———— ——— 
aA V1— 2? — y? 


egyenletrendszer megoldásai a P(O, 0), 01.234 (Ed 4-3; ) stacionárius pontok, továbbá 


92 - fő s ezzzera it 212 4 3y? — 3 
OT 
fő) 


ka 
02 
fő) 
m. — 0 








az Ügy y 1— 32 — y2 (1— x2 — y21)? 

















0 ML 3 2y2—1 37? 4 2y? — 3 
- gy 
ay? Öy V1 — 32 — y2 (1— x2 — y2)? 
02 fő) 22" ty? —1 2 22! 4 327y? — 37? 42 — 3y? zi. 
TEJET 
ö10yT V1-— 22 —y? (1— x2 — y2) 


Öy 
A P(0, 0) esetén A(P) — —1 c 0 tehát nincs szélsőérték. 
ai (d 33) esetén 
4 4 4 év 
A (01) — (sv) (sv) — (sv) —-450 


tehát 01 maximumhely és 





02 (- 7 3) esetén 


2 
A (02) — Gv) Gv) — (5) —-450 
tehát 02 minimumhely és 


(35 (47-i) esetén 
ra0- (4) (4-9 hess 
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tehát 03 minimumhely és 


k 1 1 4 
04 ( 7)  ) esetén 











3 3 3 
és Fi 
sz Aa SOT, 
tehát 04 maximumhely és 
1 1 1 
Sz] győ 
(aa) 
e) A 
ő 1—2T7-y . ré tgytzrD D 
0724/1422 4 y2 (x2-ry2 1) 
te 2 —y-i1 
[) zty — (2 ty url eg aD 
OyV/16 124 y2 (724421)? 





egyenletrendszer megoldása: ()D—(ID—0 — —-(r1—y-1)(z- y) — 0 alapján 
y — —T vagy y — x — 1. Csak az első esetben kapunk valós gyököket: z — —1, y — 1 vagyis 
P(—1, 1) az egyetlen stacionárius pont. 

















KSE jus — (—2x3y — 23? — 371y" — 37 ty? 3 y? ht yi1) 
9727 "7 (23421) 
Eta Ha — (—x? 4 327y - 3? tt 2ry? — r —2y" 1 3y-- 1) 
0y2 (r2 4 y2 -k 1) 
92 —a? — 297y — 29y" -31y—rhy! ty 
aza (ey — 5 j 
TÖy (72231); 
így j 
—24v3 —24V3 —14V3 1 
9 9 9 9 
és ő; 8 
fő) —24V3 


tehát P-ben maximuma van a függvénynek. 
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Érintősík, Taylor-polinom, közelítő módszerek 
1.17.a) f (To, vo) —— 48437 — 25, ff — 23, fi(ap— 2-4, ff — 2y, fj(a) — 2 : 3, tehát az 
érintősík z — 25 -- 8 - (r — 4) £ 6 - (y — 3), vagy átrendezve: 82 -- 6y — z — 25. 

A függvény közelítése: f(x,y) s 25 18 -(r— 4) 46 -(y— 3) — 87 - 6y — 25, így 
közelítése a b pontban: f(b) s 8 -4,01- 6 - 297 — 25 — 249. 

Megjegyzés: f(b) valódi értéke: f(b) — 4,01? -- 2,972 — 24901. 

E ez c] 1 B ez x 
bdf.—y 2 tg f—1"hnz—s 


2- (35) (2 e) (x—3)- (3m3- 5) (y — 2) — 


13 
mt (91n3 — 3/4) y — (181n3 4 15/2) 
s 652 -- 9,1375y — 27,2750 A f(x, y), 


f(b) s 6,5 : 2.98 3 9,1375 - 2,03 — 27,2750 — 10,6441. 


c) Az egyenlet 2-re könnyen megoldható: 





2-—4/33z—yt2yt15—f(ry) — a-—(-13) 
és P valóban illeszkedik a felületre: f(—1,3) — 2. 


ák HÉ 2 3y2—2 
Továbbá: 2 f— J 2a-et 9fr—1 y 
az 1 3 TETSZENE , Oy 3 3/(x3-4a—y3-42y-15)2 ,P 














—-521)4f (4-9) gr t By B ET, 
ge . 2.96 — 55 a 1,9267. 


1.18. a) zo — 1,5, yo — 2,5, f(To, yo) — 20,06250, g(ro, yo) — 3.87500, f/ (To, yo) — 
— 19,25000, Tf (20, yo) — —47,50000, g (To, vo) — —28,50000, gy (20, Vo) — 26,25000, 
bi — —109,93750, ba — 19,00000, az egyenletrendszer: 

19 ,25 - z — 47,50 - y — —109 937 50 

—28,50 - x -- 26,25 -y — 19,00000 


melynek megoldása: (xi — 2,33766, yi — 3,26184]. 


A fenti eljárást iterálva (többször megismételve) kapjuk: xi — 2,33766, yi — 3,26184, 
JT (xi yi) — —13,68319, g(xi,yi) — —9.32084, f/(xi,yi) — 37,67320, f/ (Ti. yi) — 
— —108,31858, g (x1,yi) — —62,22484, g, (x1,yi) — 36.51437, bi — —251,56769, 
b. — —17,03566, az új egyenletrendszer: 


37,67320 :- z — 108,31858 - y — —251,56769 
—62,22484 - x -- 36,51437 :- yv — —17,03566, 
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zo. — 2,05632, vo? — 303767, f(x2,y2) — —1,50124, 9g(x2,y2) — —1,47810, 
f.(x2,y2) — 31,14020, f/(x2,y2) — —87,13373, g.(T2,y2) — —50,12624, g (12, y2) — 
— 34,22229, b; — —199,14784, ba — 235845, 


fs E AHOTTÓ ay E HN0DDL. F lúsyj E- ÚRI zs E NBH 
Tf. (x3,y3) — 30,03235, ff (x3,y3) — —84,07278, g. (T3,y3) — —48,06094, g; (73, 43) — 
— 33,99864, bi; — —192,15366, ba. — 5,87399, 


Ta — 200000, ya — 3,00000, f(r4,y4) — —0,00001, 9(r4,y4) — —0,00005, 
Ji (14, ya) — 30,00003, J (74, ya) is —84,00004, 92 (74, ya) — —48,00005, gy (14, ya) — 
— 33,99999, bi — —192,00008, ba — 5,99987, 


xs — 2,00000, vs — 3,00000, f(x5,y5) — —0,00000, g(T5,y5) — 0,00000. 
Tehát (5, y5) a megadott pontossággal közelítik az eredeti egyenletrendszer (egyik) gyökét. 
b) Az (xo, yo) — (1,000 00, 1,000 00) kiinduló értékek 13 (fentihez hasonló) lépés után 
adnak kívánt pontosságú gyököt: (T13, y13) — (—1,374 87, —2,156 24). 

































































ze o SájB — 2ry(r--32)—? —. —25. BENE a 
1.19. Silla TET f(a) 2-1-3-8 5 jl T. z (2--32)2 , fila ) 169 ? d Trt3z? 
f(a) 5 ET Je sr. f:(a )— tő 1697 
z2 — 22 —- 
ze — tag fela) — ag fu 07 fla fo cán [lm 
— T(1t62) Best j — —l8gyz — 36 . a. —3a2 SEN 188 
s — (m-32)2" dl NE ai HV bea (etözjő? ső 2197" já — t(mtözjé? vz (a) "1697 
//4 se //4 EN 4 — 0: 14 az —54yz? //4 ( ) ME 216 . MM —162-x2y 
yyy  /gyy 7 Jyz o 0 zar "(14324 TIT "285617" zzz —— (xt32)? 
22 fi 18yz(27—32 . 
zza) — sözz fé — enn fe (9) — zs eg Fázz(a) — szét: 
m ——— —181y(T—62) "I ( ) —.  —207. m 5" 1892 [74 ( ) — 9 . m ———— —189z 
TZZ (2132)8 ? "arzz 571227? "/yzz  — (x332)$9? 7Jyzz a) — 21977 Jayz 7 (2132)? ? 
ag2kü) — igy 
tehát (T?, f) (z, u, 2) — 
—4/26 —25/169 2/13 3/169 
Fiegtlkáss (z —24—-py yt 1 (z — 8)-- 
—144/2197 0 —9/2197 
SE — 2977 aj 19377 süleé e — 8)2-- 
25/169 36/2197 —3/169 
NET TRE aa GKÉ GÉOGE Vega la 2 aA, TE GÉ. ás 
216/28561 0 81/57122 
Gü ezaz köszj t 314 t 1)? 3] (z — 8)? 
144/2197 0 180/28561 
GEN NE la Ő Ld ALÉTT a 1 ás. ÉLÉN TERE ál 0 a 
—207/57122 0 9/2197 
S emez u 2 Sgr 2—Bjt 
—36/2197 
Em — ly 1(z—8) z 


az — 0,1538 — 0,1479(x — 2) -- 0,153 8(y -- 1) — 0,0178(z — 8)-- 
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— 0,0328(x — 2)? — 0,0020(z — 8)? -- 0,0739(x — 2)(y 4 1)-- 
--0,0082(x — 2)(y -- 1) — 0,0089(y -- 1)(z — 8) 4 0,0013(x — 2)? 
-- 0,0002(z — 8)? -- 0,0109(x — 2)9(y -- 1) — 0,0011(x — 299(z — 8)-- 
— 0,0006(z — 8)9(x — 2) — 0,0007(y — 1)2(z — 8)— 
— 0,0027(x — 2)(y— D(z — 8), 
és így f(1,99, —0,89, 8,06) s 

s — 0,1538 — 0,1479(1,99 — 2) -- 0,1538(—0,89 -- 1) 4 0,0178(8,06 — 8) — 

— 0,0328(1,99 — 2)? — 0,0020(8,06 — 8)? -- 0,0739(1,99 — 2j(—0,89 -- 1)-- 

-- 0,0082(1,99 — 2)(—0,89 -- 1) — 0,0089(—0,89 -- 1)(8,06 — 8)-k 
-- 0,0013(1,99 — 2)? -- 0,0002(8,06 — 8)? — 0,0109(1,99 — 299(—0,89 -- 1) 
-- 0,0011(1,99 — 2)9(8,06 — 8) — 0,0006(8,06 — 8)2(1,99 — 2)-- 
-- 0,0007(—0,89 -- 1)2(8,06 — 8) — 0,0027(1,99 — 2)(—0,89 -- 1)(8,06 — 8) 5 
20,000 000 708. 








M2. Két- és többváltozós integrálok, transzformációk 


Szukcesszív integrálás 
2.1. a1) Először a belső zárójelet számítjuk ki: 
1 
f76vda — 37 tyrtO, 


5 
1 Mi 1 1 61 
4 y"dax—- [7274 yI —í79 ty — (58 ty Eg TV 
r 3g 3 3 53 35 43 34 b 
3 liy 3 3 3 
4 


ezután f 5 4 y?dy — yi gya C, 
7 ai 
végül J [7 — Te dy — [fv gyz 7 (87379) — (83539) a 
s 661,3333. 


a2 ) Először a belső zárójelet számítjuk ki: 


1 —-9 1 2465 
5.3 d — bt [41979 .5t fob. 24) 5 
ffva-sz bisz e 87e 47 
8 
ezután [742 da — se EIőB 1 KÖLT 2465 jég 
VERET JT f ea 5 da — 2 [z 877? — als (20. 1) — 6470.6265. 
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6 /5 
b) , Függőlegesen" integrálva: f ff — Jf ( J s) dr. 
H 2 A 


Először a belső zárójelet számítjuk ki: 


1 
19-rf dy — x1ln[y] 4 C, 
y y 


5 


! gy — z ln [IZ — z (In(5) — In(8)) — 21n 5) ; 


3 





ezután / z1ln(§) dr — ln (5) : 3? 4 C, végül 


6 


1 - fe (5) dx — In 5) 7], — In G) : 5 (67 — 27) s 8,1732. 


5 /6 
, Vízszintesen" integrálva: f (f— Jf ( J san) dy. 
H 3 2 


Először a belső zárójelet számítjuk ki: 


J5-5[54-7210 
y y 2y 


6 

3 1 T—6 1 16 
KT [GYERE sal EG. sa zh EB e; 
je [Ad segg sás 


ezután f 7 dy — 161n]y] 4 C, végül 


16 pl 
JJ" iz / 7 gy — 16 Im lylló — 16 (In(5) — n(3)) a 841732. 


2.2. a) Először 


31221-82 


g 1 y—312-1-8x 
(327 4 8y? — xy) dy — 1327y — 24 — —ry? 

ő 3 2 y-12—2r—4 
r(—2r—4 


ze 2 2 8 2 3 1 2 29 
- (8 (32 1 82) t3 (32 1 87) 37 (32 1 82) ) 


veli par te ER e 8 2 ki 3 1 2 NENT a EE VR 
(e (az 29 dja (e 29 4) 37 (z 22 17) - 


208 3764 512 
meal -- 5882" -- 151627 -k a -- 202? 4 264x -k 6. 


másodszor 
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f /208 3764 512 
) Él 4 5887? -- 15162" -k 7 a ama? 2610 5) dx — 
—6,83 
208 1516 , 941 , 20 ;, ép. idle TT 
— [— Tr 2 9817 7 TX" x" - —a" th 13217 4 —a 7 
21 5 3 3 : VB 


208 1516 941 20 
—(— . 8497 -- 98 - 8.498 3. —— .8.495 47 — .8 491 73 — . 8.493 
5 3 3 


21 
512 
132 Bs 8,49) — 


208 1516 941 
mast 6,83)7 -- 98 - (—6,83)" Fizesse 6.83) 4 —7— : (—6,83)" 4 


20 512 
gs (—6,83)? 4 132 - (—6,83)2 F.a (—6,83)) A 8,3951 x 107. 





b) 


372 r8e y—3/T-8x 
2 due ha 192 a 

(27 2 ry) dy [7 vasat 

a y—-r212—4 

r-txr—4 


me (e (3/2787) 5 va 82?) (7 (5-4 r— 4) 51 (2-9?) 
5815 —8zr2T (V2) , 


9 
1 85 25 
1[f- 293 EL Ed tű — 87-27 (V)") dx — 
H 3 


1 - 4 
— —-pő 2 
37 3 -k 








54 6... BEg  Mőne Eg. Űg seg[7 
s —— bei tem — 4 esz 
Eve et r llskT 4 x ; 
1458 721341 
me 437 35 5 20248,9814. 


2.3. a) g és h metszéspontjai pontosan a g(x) — h(r) azaz az r? 4 27 — 4— 1? egyenlet 
megoldásai: ri — —2, x2 — 1. 
A [—2, 1] intervallumon  r?--2r C 4— 12, tehát 


je j dosz de) ligeéó) s. 


—- x273-2x tam 


- f (eln— ad) (a)? 2 e (et 4.20) — (at 429)? /ő) a 
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1 


8 1 
- ! (—427 — 8r" 47 - 8) dx — —e — 37 Je Odó aj sz] e 
—2 


—2 


- e a 5 1427 8) — (2! — a(-2) 1- 2(—2)? -- 8-9) — 9. 


b) g és h metszéspontjai: az r? — rt 2 egyenlet megoldásai: 


xi — —1, ra — 2. A [-1, 2] intervallumon xx? C z -- 2, tehát 
2 / 242 2 
JT jea f vgy a- (61) dx — 
H 21 AV 2 ss 
2 2 


— ( (227) dr — (zt 42? 2444) de — 


—1 1 


1 1 le 
- 32 e j 3 29? áz] ( ml 


2.4. a) Függőlegesen: 


1 / y—1/2—r/2 


a 1 y—-1/2—r/2 
jol J (r2 yi 1) dy d [99-37 dx — 
H 0 y 0 


—0 


[6t-d46-D-4-J-J e 














sg szg 3 — E dx — ségét 237 — gy? E 
2 4 8 fe) 24 [0 
üi vi a 3 JE 19) 0 — 1 
8 24 8 8 3 
Vízszintesen: 
1/2 / 1—1—2y 1/2 Í 17—1—2y 
je o úi r—-0 
1/2 


— ( (50-29? rve — 24124 0) dy — 


0) 


(€) www.tankonyvtar.hu (0) Szalkai István, Dósa György, Pannon Egyetem 


M2. Két- és többváltozós integrálok, transzformációk 67 











1/2 
g 9227 —gy E) dy — gs al e 
— zy t2y—3yt e) dy— [gy ty —9y 39] 
0 
. Eft 27109 3719 4d/1 fiz! 
312] 312 212/ 312 78 
b) Függőlegesen: 


II i [za te ( bvtEIj7, az Ni 


EST sajasáe] Ebt, [7 2 (1— 22)" dr — 


0 0 





tsz) 


ú b AESÜNÍzj et 7 sin(2 I rcsint)) Es Ét sz ül 





s (1) MESET in(1)) — 0 18 s 20 1) — 
ő arcsin( 467 sin(2 : arcsin üt. ki 
T mm 1 
— — A 0,4521 
- (5. 0 ezegzgőű 
mivel 
1 1 
[" — x2 dr — 5 arcsin(T) -k 1 sin(2 - arcsin(r)) 4 C. (10) 
Vízszintesen: 
TT E ! Ha ni v1—a2dr] dy— ismét (10) szerint: 
H 0. Az—0 
1 új; 
- ! — arcsin(T) 4 — €álgo . arcsin(1)) dy — 
2 ta sz) 
0 
1 42 
ki /G arcsin(y 77 sin(2 - arcsin(y) ) — 0) dy — 0X 
ahol - 3 J arcsin(y) dy — 2 € . arcsin(y) 4 v1 — 7) /T. típ. helyettesítés/ 
és sin(2 - arcsin(y)) — 2yvV/1 — y? miatt 
2 f2yv1—y?dy— 5-72(1—y)?? /T. típ. helyettesítés/ 
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TEHÁT 





— 5( in(1) 40) 4-0 10414 SE AETA EE LZREE SETS] 
7-7 a sat vote 5 I "4 3 7 4 377 li 


d) a— BC egyenes egyenlete (2 — 5)(4— 8) — (9— 5)(y — 8) 
azaz y— —T1 1 13 vagy T— —y1 13, 
b — AC egyenes egyenlete (r — 3)(4— 2) — (9— 3)(y — 2) 
azaz y— 5111 vagy z— 3y— 3, 
c — AB egyenes egyenlete (z— 3)(8—2)— (5 — 3)(y — 2) 
azaz y—31—7 vagy 1—3yt 5. 


, Függőlegesen" integrálva (xx — 5-nél el kell vágnunk): 


5 y-c egyenes 9 y—a egyenes 
(éa i T f(z,y) dy d ! f(x,y)dy] dr, 
H 3 y-—b egyenes 5 y-b egyenes 


az első tényező 


5 5 
y—31—T7 
hi (27 4 y?) dy LA yt ) 27 
3 3 y—3111 
1 1 /1 k 
szé FS ME 2 Eg sza 5 Fe — 
(zt (32 7 (Br 7 —gx (sz) (s) e 


y-31—7 


164 ős d 
sk ds 5 980 2 E 1600) dass 














3 
328 5 1258 , 1960, 1544. út. 
— z 1 6002 — 
E KNÉET 7 SSE "a et eeA 
328 1258 1960 1544 
Sh 5 e 563 .59——— .52 3 600.5 
81 27 9 3 
328 1258 1960 3 1544 51152 
EE e ee . 32 4600.-3] — —— a 631.5062 
81 27 "e 9 § 81 ! ! 
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a második tényező 
9 y——2xt13 


9 
2 3 2 l 4 ESÉS 
— (37 4 y?) dy [ dr — Ty gy dx — 
5 y—-32-1 














5 y—-3141 
j 1 1 761 j 
Z —r 413) 4 -(—r4131—22(-rt1)]——-[-r71 - 
[es z-4 13) 7( x- 13) 7 (571) (s) e 
5 
j 796 6592 
ia ax — 775 € x? — 77140) dx — 
B 
4. , 796 a. 3296 ús 
3? — —— 37 4 71402 — 
817 9 szé 
796 3296 
S T 291 SsE0g8 .92 4 7140.9 
(s. 1 gy 7 v J- 
796 3296 153184 
VAL. 1 MENJESZSÉ 57 . 527 7140 - 5) - 1 5 1891,1605, 


tehát 





51152 — 153184 7568 
— ek ax 2522 7. 
14 81 TT 81 3 522,666 


,, Vízszintes" integrálás esetén y — 4-nél kell elvágni: 


4 r—b 8 xrz-a 
J jaj fa) az ay f f few) dz dys s. s 2522,6667. 
H 2 1-cC 4 r-c 


e) H képlete: H — ((x,y) : (z—1)23-y? c1, 0 2 yb, ezért 


1—(x—1)2 p. 


2 V Me 2 
1 y-V 1—(x—1) 
1111 foo f ! y:xdy dr [2] da E 
H H 0 0 0 479 
z(1—(z—12-0) dz— 2 / (27 4297) da — 5 B ez 
2 2] 4 3 


1 2 
1 3 ) 


(Lásd még a 2.8.b) feladat megoldását is.) 


—m 





DD 


I 
I EK 
FS 
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f) H képlete: H — ((x,y) : 1 ty? c1, 0 €r, 0 £ y), ezért , Függőlegesen" integ- 


rálva: 
1 
-: J 1 — 3" dx — 
0 





liga 
deti 
1. 
ése 
is 
készző 
a 
Kés 
a 
g 
I 
Ses jú 
Töné 
es 
§ 
A 
h 
B FR 


1 1— 1 1 
a] 
Tee 4 yda dy— [11 [20117 dy — 
H 0 11 0 0 


1 2 si Ji Ű 1 
sz bej 17—50-0— 7. 
2 a [/ y) j 0-0 


(Lásd még a 2.8.a) feladat megoldását is) 


2.5.a) H—((x,y) :1£yoxa4r—3?, 1 Tr 3], tehát H-taz y — 47 — x? parabola és 
azxr— 1, 7 —3és y— 1 egyenesek határolják. 


b) H — (ay) :5€124v1-y, 8 gye a], tehát H-t az 7? y? — 1 körnek 
az 1 — 5 egyenestől jobbra eső szeletének az y — e. és y — ka egyenesek közötti darabja 
alkotja. Mivel azonban ez utóbbi egyenesek éppen a körszelet , csúcsain" haladnak át, nincs 
15 szerepük H határolásában. 

Ez azt jelenti, hogy H pontosan az origó középpontú, egyégsugarú körből az T — ; 
egyenes által levágott kisebbik körszelet. 


c) H — f(xy):yCcrc15vI-y 0£yS2). Mivel azonban 1 c y esetén 
a V1 — y kifejezés nem értelmezhető, ezért ilyen y-ok nem adnak tényleges pontokat H-hoz. 
Így 


H- ((ew):vSzc14vT-y0sys1b, 


tehát H-taz y — 1— (xz — 1)? parabola és az y — z (jobbra), y — 0 (— z tengely, felfelé) 


és y — 1 egyenes (lefelé) határolják. Az y — 1 egyenesre nincs szükség, az előző feladathoz 
hasonló okok miatt. 


2.6. a1) A feladatban felírt képlet vízszintesen integrál. Ekkor H éppen az A(0, 0), B(0, 1,5), 
C(2,25,1,5) és D(3, 0) pontok által meghatározott trapéz (készítsen ábrát!), ezért HÉSŐlERES 
integráláskor z — 2,25-nál ketté kell vágnunk a H tartományt. Mivel az z — 3 — 34 egyenes 
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ekvivalens y — 6 — 21-el, így 


1—3—y/2 


j. J J(x,y)dx] dy — 
Bi I f(x, y) dy dea! tana da. 
0 


y70 2.25 A y—0 

b") A feladatban felírt képlet függőlegesen integrál. A H tartományt az x tengely, az 

y — x? parabola, az r — 4 függőleges és az y — 27 — 6 (ferde) egyenes határolják (készítsen 
ábrát!). A két egyenes a (4, 2) pontban metszi egymást, ezért vízszintes integráláskor y — 2- 
nél ketté kell vágnunk a H tartományt. Mivel az y — 27—6 egyenlet ekvivalens z — 5--6-tal, 


így 
r—y/21-6 


16 / 2-4 
[f-[t J J(z,y)d e]: JÁSDB dy. 


2.7. a) H tulajdonképpen az va. 0), A(1, 1) és B(1, 0) pontok által meghatározott három- 
szög. A vízszintes és a függőleges lehetőségek: 


1 / 1 1 / ax 
Tej [7 da ay- f fed da. 
H 0 Ay 0. 40 


Liouville tétele szerint az f ez da primitív függvény képlettel nem írható fel, ezért csak 
függőlegesen tudunk integrálni: 


ffre fed 2- ( (pe) dx — 
H 0 o 0 úi 
1 
s ! ae — 0) dx — 5 [2767 dx — j 67] — £ sz 1,3591. 


0 0 


LD 


Transzformációk 


2.8.a) Az ír —r - cos(g) F ugy —r : sin(e) 4 vo) helyettesítésnél (ug, vo) — (0, 0) a kör 
középpontja 0 Cr Clés0 2 p 2 r/2, tehát 


r/2 1 7/2 1 
1181 few fs) rar d0— f sin) : far dp — 
H H 0. 40 0 0 
1 1 j r/2 íj ű 
ga f 500) ; a] szak J sin(w) de — 2 [ cos(p)la? — 3 
0 0 
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b) Használjuk az (T— r : cos(4) 4 ug,y — Tr : sin() 3 vot helyettesítést: (ug, vo) — 
—(1,0) O£2rcx1l1és0£pcawmr, tehát 


JT úsi jdstje [ vatal) fess sava) úg 
— J [ JI r? sin(4) cos() -- r?sin() ur) de — 


0) 


mi 2 fe) dp Tt 5 fsee0 dp — 
— 35 [26oosl2o0)] 45 (—cos(o)lg — 350300 


(Lásd még a 2.4.e) feladat megoldását is.) 


2.9. a) A paralelogrammát az vi — (3,1) és v — (2,3) vektorok feszítik ki (ell: B 4 v — 
— D 1 w — CO), tehát alkalmazzuk az ír — 3k -- 24, y — k 4 34) helyettesítést: 


II / ((8k -- 20)? — (k -- 307) (3:3— 1: 2) dkd( — 
- [ ferne 569: rant [vőn séjan) d — 


0 0 


1 k—I 1 
saj (442 ői2é— ők] apr f (330520) d( — 
3 2 k—0 3 2 
0 0 
1 
-7 [50-50-52 -1(3r5-5-0)-ő 
3 2 


3 3 2 3 2 


2.10. a) Az Útmutatás alapján íz - By - vki), det(J) — 37 él1ckcC41cC(c2. 
Ezek alapján 


[erase[fatsej ej (69) 
(eze fee 
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b) Az Útmutató szerint z — k!/86-V8, y — k2/80V/38 ky — 1, ka — 4, 0 — 2. b — 2 
det(J) — 3471 4 54", így 


£52 
ffi f f( ek s ú dkat — 3 [5 In(/) — e úi z 
£—1/2 


41 1 1 
— -]n2 — -272/8 4 -29/3 s 14029. 
3 3 jé j 


Cr - k2/30—2/3 y — k1/3p2/3 ki —1, ka — 3, (1 — 5 b — 5, det(J) 7 al így 


3 
27 4 3y) dzdy — 2k2/3072/3 ) 3k1/302/8 2-1 gkdt — 
3 
H 











7 k—3 
új sz 
mij 6 15/37- 2/3 a elégül . 2071 d0 — 
5 3 E 
1/2 
f , 12388 3 4 
5 
— BENN EBET dé sz 25,0029. 
[ég 0.4 241 s) 
1/2 
Többváltozós integrálok 
2.11. a) 
9 5 4 9 
1 xr-4 
JIN r33y 4 x2 ) area ff gya sat] dydz — 
2 -3 2 Új 
9 5 ű 
-1/Ge Üsd (de ESET 1) dydz — 
-3 2 
ffias dá db 
Hl 3 6 , 2 He 
- f//dva 677 2 év] d 


—3 


45 15 45 45 15 45 47" 
eses 56 sát 28 2 d E 56 K 25 3 es8 
JE 52) Z 28 J2-t 573? Ke 


—3 
45 15 45 
s (Ze ga la za) ára JÉ 37) — 472770. 
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b) 
2 2432 24y 2 2-3 1 ezátlt 
! ! ! (x? — 3y? 4 xz) dzdydr — ! ! 22 — 3y7z 577 dydx — 
1 2—2 3—Ty 1 2—x 27-1—Ty 
2 23-32 
1 
s hi JT (ie — 3y49)(y 4 7y) 57 ((z ky)? — (z — ny?) ) dydx — 
1 2—a 
2 23-32 
- 7 ! (8x7y — 244" -- 877y — 24xy?) dydx — 
1 2—2 
2 
24 y-21-32 
1 y-2—a 
2 
e ! (81? ((274 32)? — (2 — x)?) — 
1 
24 5 5 3 3 
a ((27- 32) — (2—3)) —87((2- 32)! — (2— 7)") ) dr — 
—5856 
— 7 E — 40002" — 56323? — 34562? — 1536) dx — 
—976 1-5 
— e — 80027 — 140827 — 1152x? — 7687 zt 
mz1 
—342 92 
88 pikk zs SHBBÁK Ű 
6) 4 871—5 8 a b/1-É 
2 127-c 
yz yz 
J J —— dz Í dydx — J T ÉSA dydz — 
x 24y2l o. /2re 
0. 0 EVT 0 WA Z-eV azt sz 
eV az tiz 
a b/1-É 
2 2 2 
yc T y 
— 1 — — dydx — 
I! 7-(g5)) aa 
0 0 
b./1— 23 








2 2 3.2 
gi ] 7(11—-5) zel 7 
21 a? 2822/1 
0 0 


f. ye 2 ve y—by 1— E 
E 1—— dx — 
0 








. Bb2/T 


y—-0 
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7. 2? 2 2 b42 2 2 
zi J —— í 1 — — — 1 — dx — 
4/2 az 8b2/T a? 
0 


A f 1 p.a KE 018 dl aa 
SE S Zs JT — — —gT2 7] 12 di — 
8 va a? 8 Va a? 











c?b? 2 9] " 
mi a v-set szi 

cb? 4 2 9 8 29 
- 5 (va - get - gdze ) — ggvae 


M3. Többváltozós integrálok alkalmazásai 


3.1. a) A 2.10.a) feladat transzformációját alkalmazva: 


2 4 
Ta- f fd f fe 57 dk dt sz 5 (2 2) — 1,0397. 
H 1 1 


b) A 2.10.b) feladatban már kiszámoltuk: 
4 1 j ANNE 
Ty — -1]n2 — —277/3 3-2 z 1,4029. 
ÉSE aes ateslssáe j 


3.2. A felület az [z, y] síkotaz 1— 7? —2y? — 0 egyenletű ellipszisben metszi, tehát a térfogat 
v- ff fahol H— ((x,y) € R? : 17 4 2y? c 1]. 
H 





Polártranszformációt alkalmazva 


27 1 
V2T 
ez 1 — r? cos? o — r? sin? ZF drd — —— av 1,1107. 
7 ja z álán 
0 0 


3.3. A két henger forgástengelyei az z és y koordinátatengelyek. Felülről nézve a két henger 
metszésvonalai az y — T és y — —T egyenesek. A közös rész egyik nyolcada pl. a (0, 0), 
(r, 0) és (r, r) pontok által határolt háromszög alatt és felett van, határfelülete az r? 4 2? — r? 
henger, azaz a z — tvr? — 3? függvény. Tehát a térfogat 


. Hi ej Tr 1 
v-16( [7-8 dydz—16 [2/7-8d2- Ér 
0 0 0 


Megjegyzés: A térfogat kiszámítására Bláthy Ottó rövid, szemléletes megoldást adott: 
, A közös test elöl- és oldalnézete kör, felülnézete és minden vízszintes metszete pedig a meg- 
felelő kör köré írt négyzet. Tehát a közös test köbtartalma úgy viszonylik a gömbéhez, mint 
a négyzet területe a beírt köréhez, vagyis arányuk 4 : mr. Tehát a közös test köbtartalma 
4.43 15 r3 


sa "ar 7 - 
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3.4. A testet felülről határoló gömb egyenlete x? -- y? -- 2? — R? azaz z — VR? — 2? — 92, 
az J J tartománya a henger és az [z, y] sík metszete: 


T — ((z,y) :(z—19ry sp) 


egy origót érintő kör, így a térfogat V — a. fV/R?— a? —y?dydr. Az x — rcosg, 





y — r sin p polártranszformáció után 1 — (69 KEGES pp: T 0O£rc Rcosp és 
2 al r-Rcosp 
— 3 
váj J rVR? — r2drdp — 2 ja -r dp — 
jet 0 -r r—-0 
-2 3 —4 3 ső 
zi she [e — COS 2) 2 - 1] dp — gt (sin" p — 1) de — 
BE 0 
z mm] (sin (1 — cos? p) — 1) do — a [os Fi cos? hp -k el —- 
0 0 
4 ./m 2 
--R (———] s 1,2055R. 
3 G 5) j 


3.5. s — yés 3 — a, tehát A — f f /1- 1? -- 2. Polártranszformáció után 
H 


27 R 27 R 


ús él r cos p)? FirsmnpjZdráp— ( [TVT drdy — 
0 0 





leny E (uveg, 


3.6. 5 f — —2g, au — —2y így a felszín 


A — J [TET adag — 


r234y2c1 


2 (5-1) 


(polárkoordinátás helyettesítés után). 


3.7. a) A nevező 


4 VT 4 jj 
r-f fi e! vegez: ha 
0 0 
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sss. ; 2T 517—4 64 
xs számlálója f f dydxz— fa 3 dr e] Sz 

0 0 o 5 2—0 5 

4 VT 4 1 1 észeijj 
ys számlálója JT J vdydz— f 57 da — Fi [élo 74 

o 0 
Ét 16 12 16 3 12 3 

tehátz,— €/5-5w mens -(57] 
SAKE ES (371 G 1) 


b) Mivel a félkör szimmetrikus az y tengelyre ezért zs — 0. A lemez homogenitása miatt 
p(xr,y) — 1 és a nevező éppen a félkör területe — R:r/2. 





R /R2—2 p 2. 4R 
A számláló pedig — ( fvday— [0 f  ydudz— TŐ, tehát ya — á1ő/55— gm 
—R 0 ú; 


és így a súlypont S(.4) — a (0): 


c) Az z — rcosZgp, y — rsin?e, det(J) — 3rcos"osinte transzformáció után 
a nevező 





r/2 R 7/2 
38? ? 
e Jas ff ross p sin? pdrdp — Ta G sm29) ) dp — 
0 0 0 
382 1 f1-—cos(íág) , 38Rf 1 972 
772 27 3 08 -g 0-7 sm) NÉ e 
0 én 
3R? /T 37 2. 
HET a 


mindkét számláló 
7r/2 


R 
—- ff zdnu— ff/377 005 osin? pdrdp — 
H 0 0 


— R? J cos(4) : (1 — sin2()) . sint(w) do — 
r/2 


— R? j cos(p) : (sin" p — 2 sin! p -- sin? 0) de — 


0 


1 2 1 05172 
— R? [.sin7p— 5 eme zen? ] — 
270 


1 2 1 8 
2 D3 szá ke 3 
ses G 5 5) 1057 


hiszen H szimmetrikus az y — T egyenesre. 


3 256 256 256 
Így a súlypontra 2, — y, — 357/3358 — ———R azaz 5 — ÉGú asz), 





3lőm 315r "3157 
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3.8. a) A test szimmetrikus az y — T egyenesre, vagyis 1, — ys. Ha csak a súlypont vetü- 
letére vagyunk kíváncsiak, akkor a test tekinthető egy [z, y] síkban fekvő négyzetlemeznek, 
melynek (2, y) POn(jábun SŰLÜSÉBE plz,y) — fly) — 17 y. 


7 
Ekkor a számlálók — [[ (2 4 y)dyz — 3 a nevező — f [dán -— 16 a 


a BT 
megmaradt test térfogata), tehát a súlypont vetülete S — (G 1) 


b) A térbeli súlypont z koordinátájának meghatározásához hármas integrál kell (most 
plx,y,2) — 1. 


1 1 2-ty 
Zz számlátója— [ff zdruz— [ff 7dzdrdy — 
k 00 0 
1 1 1 1 
1 1 
— ff se gzdngy— 5 f [07-22 47) ddy — 
0 0 0 0 
1 ffi ss t fi 
BERese3 Heét NN. 2 dugesz E 2 
-§ Ea eyan] y 2 fGrev) dy 
0 


0) 


Tt. .dte dat áét d. d 7 
Szja ezű Ez tat3] 
2la d 3 246 ú§ al B 


y-0 








míg zs nevezője — J J j 1dryz—Vk—-1(— K térfogata). 
K 
Tt 7 
Tehát a súlypont S — (s Ti 13) 


3.9. A közös nevező 


a b V/Ty a b 
m-v- ff fra f ff 1dvaz ff ven dydx — 
K 00 0 0 0 
a b b 
a sát 3 d 4 5 3 
Tr, számlálója — xdxryz — xdzdydx — x2y? dydx — 152 , 
K 0 0 0 0 0 
b V/Ty a b 
Aga 1 3 4 3 5 
ys számlálója — ydxryz — ydzdydx — x2y2 dydx — TB b2, 
k 0 0 0 0 0 
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vTry a 


a b b 
1 
z, számlálója — Tf f-[] JT z dzdydx — 2] Jnse; -a?b?, 
k 0 0 0 


3 3, 9 
hát S — ( —a, -b, —v . 
tehát S (ős BD 32 7) 


je] 


3.10. p(z, y) — 1 állandó, így az integrál elé kiemelhető: 


m 2rRt 1 3 
o, — az íj 27 4 y?) dgy — ag Fi — Rm 


124y2cR2 





(polárkoordinátás helyettesítést alkalmazva). 


3.11. H— ((x,y) :0£xax ga, 0 £y cb) választással 


1 
0.— of 7 day — Bat — zmb 
H 
Jégen 
09,—-p z" dgy — -ma 
H 


ahol m — pab a test tömege. 





Megjegyzés: A feladat és végeredménye egy b illetve a hosszúságú, m tömegű rúd vég- 
pontjára vonatkozó tehetetlenségi nyomatékának is tekinthető. 


ll z 
3.12. O0o — 09.140, — Ll. ff ex) dry — [fer dydr — 
H 0 12 
J új J 1 1 3 
1 
- f [vag] ,dz— f (2252 — et zat) da 
0 0 


y-T 


3.13. Legyen a kocka középpontja az origó, a vonatkoztatási egyenes a xz tengely. Ekkor 


a/2 a/2 a/2 a/2 a/2 
—a/2 —a/2 —a/2 —a/2 —a/2 
a/2 Í y—a/2 a/2 Í 
— pa fi B Tt zy dz — pa ! (57 Tt 7a) dz — 
y——a/2 
—a/2 —a/2 
2—-a/2 
1 1 1 1 1 1 
— pa 57 2-k sza] szag — pa 550 -k 37] — pa — an 


hiszen m — pa. 
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M4. Közönséges differenciálegyenletek alapjai 











4.0.a)y—3?—y c  xreRyeR, 





y-2/y c zreER yz20, 
4 1: y 














y — — ] — 35 d1vagyz cl, mindkét esetbenye R, 
B szzéllszazó 
y — TÁLE 7 — (T 5 Ovagyz 0) és (y 5 Ovagy y — 0) — valamelyik 
síknegyed. 
b)z-y--2y—31 jeg — 25 0vagy r a 0, mindkét esetben 
371 
yeR, 
2 2 2 2 4 
y y 1 y y 72 
jllsdéelzaése Té zi Gy —-—. SE hazád euáne — (a 5 0 vagy 


x a 0) és(y 50 vagy y a 0) — valamelyik (nyílt) síknegyed. 


4.1.a) m — y(1) — 1? — 2? — —3, tehát az érintő egyenlete: 


d 
y—2—3(1—1)—5—32. y—-——(s—y)—21—2y-y, 








dx 
tehát y/(1)—2-1—2.2.(—3) — 14. 
ű 22 4 dab sú 
b) m — y(2) — 3-1) Hú az érintő: 
4 4 73 
Hl —(rT—29)— ri E 
GE az ezt gb E 
ása x? . x-(2— a?) 
dey:(1729)  y(a341 
—4 
"(2 ESZ 
VS z] 





5 5 x x? — y? 3 
c)m — y(—1) — jav —2-7-—(x--1), y — 2 ( de ) — gt Fi 


4 2y 22 


2x7y 


d") x — y — 0 esetén az egyenletből 4 (0) nem határozható meg, ezért a K.É.P.-nak nincs 


megoldása. 


4.2. A Feladatgyűjteményhez mellékelt IRANYMEZO.EXE interaktív program segítségével 
tetszőleges explicit elsőrendű differenciálegyenletet beírhatunk, iránymezőket rajzolhatunk 
és tanulmányozhatunk, a program Help-jében például a c) feladat megoldását láthatjuk. 
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4.3.a) P, — (29; vo) — (3; 2), v (50) — 5, y— 2-4 5(z — 3), 


21—3Tx9tó—3l1 


— yw7-2-45:ő—2,5, 


P) — (x1; vi) — (3.1; 2,5), y (21) — 3.36, y— 2,5 3 3,36(x — 3.1), 


P, — (3,2; 2.836), y (ro) z 21971, xs — 3.3, 


12 — 11 Fó — 3.2 


vagyis a folytatás: 


yi — 2.836 1 2,1971 : 0,1 A 3,0557, 






























































Gy 7-25--3,36-0,1 — 2836, 














































































































i d yi Vi 
01 3,0 ] 2,0000 ! 5,0000 
11 3.1 ) 25000 ! 3,.3600 
21 3,2] 28360 Í 2,1971 
31 3.3] 3,0557 ] 1,5526 
4134] 32110 ) 12496 
5 1 3.5 ] 3.3359 Í 1,1215 
61 3,6 ) 3.4481 Í 1,0707 
7137] 3,5552 ] 1,0509 
8 1 3.8 ] 3.6602 ! 1,0426 
91 3.9 ] 3,7645 ] 1,0385 
101 40 ]3.,8684 ] 1,0358 
b), c) hasonlóan: 
011, 1 2,0000 ! 28284 0120 1] 1,0000 0,6667 
11 1.1 ] 2,2828 ! 3,0218 1121 ] 1,0667 0,6568 
2] 1,2 1 2,5850 ! 3,2156 21 2.2y] 1,1324 0.6y487 
3 1 1.3 ] 29066 ! 34097 3 [1 2.3y I 1,1972 0.6y418 
4] 14] 3,2476 ! 3,6042 4] 24y]1.2y614 ]0,6360 
5 [ 1,5 ) 356080 ! 3,7989 5125 ]1.3y250 ! 06309 
6] 1.6 ! 39878 ! 39939 6) 2,6y ] 1.3yy881 ! 0,6265 
71 17 ]43873 ! 4,1892 71 27y11,4507 0,6227 
81 1.8 ] 48062 ! 43846 8128 ]1,5130 0,6193 
911, ] 5,2446 ! 45802 9129 ]1,5749 0,6163 
10 f 2, 1 5,7027 ) 4,7761 10130 1] 1,6366 0,6137 














A jelen feladatgyűjteményhez mellékelt EULERTV.EXE interaktív program segítségével 
tetszőleges explicit elsőrendű differenciálegyenlet bármely (egyszerre legfeljebb tíz) K.É.P. 
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pontjából kiinduló megoldását közelíthetjük, álló- és mozgóképeket készíthetünk, a számítá- 
sok részleteit táblázatba menthetjük. A program Help-jében például a c) feladat egy animált 
megoldását láthatjuk. 


4.4.a) (2) — (cr) — c és ASZ SABB c, tehát valóban y — 2. 
a x 911 
b) y(2) —bv1 — 232, tehát y(x) — SAKE míg 
I 241 — 22 


x-yl)  z-bvV1—2? xb 


r2—1 r2—1 . -4V1— 32 





ami ugyanaz. 


c) yi — 2(2— 0), 2/m7-2]z— ci CSAK z 2 c esetén egyenlő! 


y5 — 2/42 hiszen yo kizárólag z 2 c esetén értelmezett. 


MS. Elsőrendű differenciálegyenletek 


Szétválasztható változójú egyenletek 








5.1.a) f jő dx — f za dy — f cos(x) da, Fi — —sin(x) - C, az általános megoldás: 
y() — HELAZ (CE R). KÉP: 
1 


y(0) 2 0 ks Dom(y) 


— sin(0)kC 
kikötései: y — 0, sin(zm) -C A 0, To — 0, így — arcsin (3) Ca z a m-t arcsin (3) azaz: 
—0,52360 € xz Ca 3,6652. 

b) fy(a) : y(mdz — f ydy — f(x) — fős dz — §lnl1-4 7316 C, y(x) — 
zi 243 In]1-- 13] C, K.É.P.: 


B) 2 
2-4 3m24C — C—-4— 7 1n2 s 35379. Dom(y) 


kikötései: z 4 —1 azaz —1 c x, 0 £ $ln(1-- r9) 4 C azaz Ve2C —1 sz —09983 — x, 
vagyis: —1 C 2. 


c)y(32) —14214yiry — (177) -(1- 4?), Sa da — f s dy — arctg(y) - 


— f14adr— a 43r? 3 C, y(r) —tg (24 32740), K.É.P.: 








1—tg(0£C0) 0-T Dom(y) 
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kikötései (zo — 0 és C — 7 miatb: 


a 3 —I elél — — ISS söt 145 eleg 
2 2 2 2 2 


sz —2,6034 c x c 0,6034. 





Visszavezethető típusok 


5.2.a) u(m) — y(3) — z, y(2) — uw(m) 41— ut(7), 











u (a 1 1, Ju—1 
fee te [e 2 a] ! köde 
u(m)—1 — e2(atC) 
u(2) 4-1 
A 2 eldöntéséhez használjuk a K.É.P.-t: u(11—3—1—2 és 
u(m)—1 — 2—1 — pez(140) 
ul) 41 271 
Így 
ul2—1 ) 7 2 7 20) 
u(m) 41 u(m) 4-1 i 
2 
T-t 





K.É.P.: C — 3 1n (3) — 1 5 —1,5493 és 


2 


y(z) — 


kikötései: 1 — e2(rtő) 2 0 azaz z 4 —C és 


2 . 





végülis z a —C a 1,5493. 
b) ul) — 22 3y, y(e) — (a) — 2 — (mh 1, 


u(x) — 3u7(2) 4-5, 


uz) 1 1 V15 ki 
! sza es 27 sag 715 [ess Po) - 5) - [14-27-40 
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h§ TT 
KÜRT (V15(r40)4 5); 

9 TT 2 
y(z) — SZE: (V15(x HC) a 5) — az 








(arctg (-3v15/5) — 5) ag 
sz —0,7062.  Dom(y) 


OT 


kikötései: 
s TT TT 


(zo — 0 miatt), SZE — C a x a —C vagyis  —0,1049 c x a 0,7062. 


c) u(x) — xy, ye) — w(w) — 1 — cos (u(x)), 


u(T) 1 sin u 
Tan JEA EDES 7 c0suT1 - J zés 


. sin(u u 
cos(u) 41 718 5) zik 
u(z) — 2 arctg(C 1 1), 
y(z) — 2 arctg(C -- 1) — 


K.É.P.: 








y(0) — 2 arctg(C) .  0€—-—1. Dom(y) 


la 





kikötései: cos(u) 4 1 — cos (2 arctg(1 - T 


st 


)41ÁA0azazzeR. 


5.3. a) Az u(x) — § helyettesítés után kapjuk: u(r) 4 x : u(x) — ut(m) —- u(2), 





11] — f[ u? Temes EE E isz 
JP ögez [dd 2827) 
(mert o 5 0), 
—1 
MIS] (r)-C 


(1) - egye zsé diass Trot) 
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kikötései: z 6 0, 
—1 


e ln(z) 4 C 


In(z) 4 C — In(z) — : 70 


azaz 


T / e3 sz 1,3956. 
Tehátrzg—lmiatt] CT e3. 


b) u(x) — §, 





7 0, 





2u(2) új 
1— u?(2) 





j 


(mert rxg A 0), 


J 2u 
1 — u? 


1 
— t(—r. c 
1— u2(7) (-z e): 
Fi 
1— u?(r) — 
u (1) 770 


A - eldöntése a K.É.P.-val: 














—2N7 -H1 
md TSITEG 
tehát 
(z)— 41/1 £ 
u(x) — szi 
x : eC7 
—2 
/ —1 I —— — 2 
u(-1) — — 
miatt 
1 
s 1 — 
ul) — 74 ENYTT 
és 
1 
y(2)— a RÉV Dom(y) 
kikötései: z - 0, 
1 
saj 0 
ul) sző 7 
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ná jezöt 


1 
fa — In(—1) 4 C 
x 


a  C-ln-, 


(0) www.tankonyvtar.hu 


86 MEGOLDÁSOK 

















y(2)—T-14/1— 


1— ut(z) A 0 vagyis 








Tehát zo — —1 miatt x — 0. 


c) u(m) — E, 








[ eat 27! egere TÉT] - [7-0 


(mert 9 5 0), 


In 5) szaggal 


1—sinu 
1 1 2 
SES ező sí agöy iösísük 
1—sinu 1—sinu 





j 2 
teSNUZT Ta D 
(r) — arcsin (1 — — 
u tr) — arcsin E EENNKENEE 
1-4 172D [7 
(x) it se 
1) — I: arcsin E Ez 
ú 1 -- 172D 
K.É.P.: 
(3) —3 (1 s ] G  D si 9 
— 3arcsin [11— ———— )])—T Ea TE eg SMÖHEG 
5 13372D V3/4—1/2 


s 125,3538. Dom(y) 
kikötései: z 0, 


GST eszt (ercsi ( B mp) 40 


sin(ul( ) A0 — 0 axreR, 
142"D£0 — 0 axrER, 








2 
—1€c1—-—  — re] R. 
1-4 a72D e. 


Tehát 9 — 3 miatt 0 — T. 
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Lineáris egyenletek 


5.4. P(x) — f—rdr — — 22, 


2 


Jag dr — [7 . e? dx — 


—— —e717/2 7 C, 
így (7) szerint az általános megoldás 
y() — 7. (e - c) stl zi, 





K.É.P.: y(0) — Ce9 — 1 — 1 tehát C — 2. Dom(y) — R. 
5.5.a) P(x) — f da — In(x) Mmivel xo 5 0/, 
fdd70 dr — [e . ell) [e dr — —ef(r—1) 4 C, 


így 
1 
y(x) — e" . (—et(r— 1) 4 0) — —e? ( — 2) - ÉT. 


L LT 





K.É.P.: y(1) — C — 0. Dom(y) — Rt. 


b) P(x) — f 5 dr — —1n(2? 1), 


1--x2 


f dogee dx — ja . el) ggg — (E dx — arctg(2) - C, 
y(m) — (37 - 1) : (arctg(x) -- OC) . 





K.É.P.: y(0)—1-C — 1, Dom(y) — R. 
c) P(x) — [ EEdx — 7 (rln(—x) 4-1) — —1n(—2) — (mert 19 — 0), 


[ge dr — je . exp (—m(-2) — 2) dr — [7 — —]n(—r) 4C 


(mert ro Z 0), 


y(z) — exp (in(-) - 2) : (— In(—1) 4 C) — rez (In(—x) — OC) . 





K.É.P.: y(—1) ——e-!-(-0J—2 — 0 C—2es54366. Dom(y)—IR-. 
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Bernoulli-egyenletek 
5.7.a) u(m) — y2(x) — y-(x), 
v(m — (we) — Zé - ED s ata) - ED ata) 
u(T) 4 s sed 
Pn) — f 2dz— mr) 


(mert 9 5 0), 


[720 dx — [7 dr — —x? 3 CO, 


2 
ul) — e (2) . (— 2? -k 0) —- E 


ul) — ug) — 


, 


x 
C — 22 








K.É.P.: (11 — 247 —2 . 0-3. Dom(y) kikötései: z £ 0, 





2 








ul) — — z-0 5 aj§ sz 1,2247, 


P(x) — [2r- ösi 


2 27 
! sek da — —e"/3(x-r2)r CO, 
u(r) — e7/? : (—e -2/2(4 2) 4 OC) , 
y(m) — (e77? . (— éle 40) , 


K.É.P.: az y(0) — (e? .(—e-0(0 7-2) 4 C))? — 1 egyenletből C — 3 mert u(x) 5 0. 





Dom(y) kikötései: (530 — 0 a:cEeER. 
0) ulz) —y lm) -y (e), 
1 


(a) — (u (g)) — — a 
. 2y 8. 2 


1 
ME ZBS w!V (a) -F —uw(g), 
xx 3 x x8 


Raj valáj e 
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4 —2 
[4 ém, 
u (a) r fula) — —, 


Pig) — 69 — 41n(—2) (mert xo C 0), 


j —2 —3? 340 
u(2) se e 11n(-2) t; ! —£ etln(— a) dr — 14 B (—2? 2 e — 7-1 Te 














13 vall 
1 2 
Mi —1/2 Hl Lt M LL 
K.É.P. j ü 
—1) — 2 5. C — — 
y(—1) c-I 1 


Dom(y) kikötései: r A 0, x c 0, 


C—a?5s0 a lile vC, 


tehát - cx a 0. 


Egzakt egyenletek 
5.8. a) Ellenőrzés: 
95 2, sax 0 A KA MY 
pg ej eds eds eleagjei 
OK. 
1 
f Ptzw az — fé vda — 37 tyrztvWy) 
1 
fdendy— f7-udy—ny— 54? 4 elm, 
így 09 


1 1 
F(x,y) — 37 - yz — 5Ű — c 


(ha 4(y) — —24? és ola) — 51). 
KÉP: F(2,39—1.2333.2—1.32— 8 — c. 
y(z) meghatározásához a (") egyenletet kell megoldanunk y-ra: 


1 —1 /1 3 
y(T) — — [oee-a7 (5-9) — aa 0737 B, 








HESS 2 
a K.É.P. miatt a -k jel helyén -- áll. 


b) Az egyenlet (22 -- 3y - 1?) — (z? — 349) y (r) — 0 alakban is írható. 
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Ellenőrzés: 


0) f0) 

—P — — (2 . 2) — 37 - 
ij a ea 27) 32 
OK, 


f Pew) dx — [2 - 3ya/da — 2? 4 ya? -- 4(y), 


fd dy — 6 — 3ydy — xy — y" 4 (2), 


F(x,y) — a? 4yr?—y—c— F(0,0) —0, 
3 


3R(1) 


(ax) — 4/2371 — 1527 a 12/2. 


y(3) — R(2) 4 
ahol 





c) Ellenőrzés: 









































[0 fő) y? —2y ? 0 0 [y —2y 
BESéETő s SRV SSÁTRB [REZACBBB — A ti - 
dy 9y ü 7 3 07 02 E) ún 
OK, 
2 ] 1 ] 
34 51 I szad 1 v(y), 
1 
18 je Ha dy — Ba Tt P(1), 
F(x,y) — 5? 1 zzz — c — F(1,—2) — - 
y(2) — —rv5 — 22. 
d) Ellenőrzés: 
2 
rireri iarrezsástrla 
Oy Oy Thy (z-y) 02 
- az ( x ) 2xy 
OZAT Ty (xy) 
OK, 
gy y? 
frena-[(25) ven 
2 2 
x —g 
foevw-1(—) dy — eset p(7), 
Ly 
F jesszzi 
(2, y) gyar 
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(ugyanis eü — E -8-yazaz úly) s yés plz) — 3), az —F(2 3) $ egyenletből 
pedig — y(7)— 52: 





Megjegyzés: az egyenlet y(T) — ai alakra is hozható, vagyis szeparálható is. 


M6. Elsőrendű differenciálegyenletek alkalmazásai 


6.1. 











9. ábra. 6.1. 


Az y — f(2) görbe egy P (xo, f (x0)) pontjára ható erőkre az 
een. ert a o 
ge né Fo) IE. és FP,Le 
feltételeknek kell teljesülnie (e az érintő), azaz 
Tf (30) — tg(a) — F./F, — mxow?/mg — kag (k 5 0), 


ahonnan f(x) — fkrda — §x? 3- C. Tehát a forgó/megkevert pohár víz valóban forgási 
paraboloid alakú. 


6.2. Az y — f(a) függvénygörbét E (29, f (T0)) pontjában érintő egyenes egyenlete 
y— f(x) 4 f (20): (5 — To) , 
ennek tengelymetszetei A (0, ym) és B (zm, 0) ahol 
ym — f (70) — f(x) : To 
és 
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0 — f(x) — f (T0) : (rum — To) 
alapján 
f(x) : T0— f(x) 


éa f" (20) 


(feltéve f" (ro) A 0). E akkor felezőpontja AB-nek, ha xgo — 37m és f(xo) — 3ym. 

Mindkét egyenlőség ekvivalens az xo:f" (ro) — —f (0) egyenlőséggel (zo c Dom(f)), 
vagyis az 2 - f(z) — —f(az) szétválasztható differenciálegyenlettel. Ennek megoldása (ha 
csak az I. síknegyedben keressük): 


Ja [71-50 - (742) a 


7) 








vagyis 


minden D 5 0 számra. 


6.3. Az előző feladat szerint az y — f(x) függvénygörbét E (29, f (xo)) pontjában érintő 
egyenes tengelymetszetei A (0, vm) és B (zm, 0), ahol 


ym — f(x) — f (To) : To 
és 
li f (20) : T0— f (70) 


mEss f" (20) 


A körülírt háromszög területe T (x0) — £z (rum — To) : f (ro) (előjel attól függően, hogy f 
monoton nő vagy csökken). Tehát 











1 / f (20): 30— f (20) ) 1 f? (20) 
TES — xo] : f (10) — F- B 
I ÉNRET [ÁGA úZÁná ETTE 
vagyis az f(x) — pzf? (10) szétválasztható egyenlethez jutunk, aminek megoldása f(x) — 
2: 2 


(C,DEeR). 











Fr/24-C — trtD 





6.4. Legyen x(t) — a test hőmérséklete t 2 0 időpontban, az egyenlet: 
x(t) — k - (z(t) — 20) (k £ 0), 
x(0) — 100, x(10) — 60. A lineáris egyenlet általános megoldása: 
x(t) : ee" — 20e" 4 C. 


A K.É.P. megoldása C — 80, k — 75 1n2 A —0,0693. 
A keresett időpontot az x (tg) — 20 Cefo — 25 egyenlet megoldása adja: ta — 40 
(perc). 
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6.5. Jelölje r(t) a még fel nem oldott só mennyiségét, azaz r(0) — 100 és x(1) — 50. 
A feltétel szerint r(t) — k-:(t) ahol k ca 0. Ennek megoldása x(t) — ef? . C, 
a K.É.P. alapján C — 100 és k — —1]n2 z —0,6931. A feloldott só mennyisége pedig 
100 — x(t) — 100 - (1— 3): 

6.6. Jelölje c(ít) az oldat töménységét az idő függvényében: c(0) — 0,08, ekkor a tartályban 
oldott anyag m(t) — 50c(t), m(0) — 4 és 

4 
m(t) —4-01— 4- c(t) — 04 — sgn(2). 


A lineáris egyenlet megoldása m(t) — Ce-998t .) 5, a K.É.P. miatt C — —1. 15 perc múlva 
az oldatban m(15) — 5 — e799515 a 4 6988 g só lesz, a koncentráció pedig 


1 
c(15) — mo rA15) s 0,09399 A 9.49 lesz. 


6.7. " Legyen a járda az y tengely. Az y — f(x) függvénygörbét E (To, f (10)) pontjában 
érintő egyenes y-tengelymetszete A(0,yi) ahol y — f(ro) — f (20) : To (a 6.2. feladat 
alapján). Az EA távolság négyzete (zo)? 4 (f(x0) — wmi)? — (x0)92 4 (f(x0) - zo)? — h 


azaz f (19) — át -- —— ahonnan 


12- fVEE ér a E) HVh2— 3230. 


Ha a kocsi a (d, 0) pontból indul, akkor az f(d) — 0 K.É.P.-ból C kiszámítható. (A kocsi 
által leírt görbe neve: vonszolási görbe vagy traktrix.) 











A mellékelt TRAKTRIX-ANIM.GIF (--html) mozgóképen szemléltetjük a kocsi mozgá- 
sát. 


6.8. Ha V(t) és h(t) jelöli az edényben levő víz térfogatát és a nyílás feletti magasságát, 
akkor minden esetben W(t) — —A - 0,6429 : h(t). Az alábbi példákban legyen a lyuk az 
edény legalján, a víz magassága h(0) — ho. 

a) Ha a henger alapterülete 7 akkor V(t) — T - h(t), Vb) —-T-h(t) — 
— ; Hl — A06Y2g 1 ka z 
— —A : 06429 : h(t) vagyis a h(t) — —K : Vh(t) (K KÉNE € IR") szétválasztható 
egyenletet kapjuk, melynek megoldása h(t) — (C— £t) , a K.É.P. miatt C — Vho és 


C — vho 
KELES dns 





b) Ha a lyuk nagyon kicsi a kúp méreteihez képest, akkor nem kell csonkakúpként szá- 
mítanunk. Jelöljük a kezdeti hg magas vízoszlop térfogatát V9-al, ekkor 


vo-w (2) , 


V"(t) — 13 . 3h7(t) - W (t) ——4A : 06429 : h(t), 


vagyis a 
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N() —-—K.hK?(p) 


A.0,6V/2g-hő 1 
(K — EN (zztű] 
o 





R1) egyenletet kapjuk, melynek megoldása 


h(t) — G főz ko) I 


A KÉP. miatt C — ? (ho? éso ct c 8. 


c) Az R sugarú gömb h magasságú süvegének térfogata 


V sző . (3R— h) — Rrh? — a 
tehát 
VI(t) — h(t) - mr (2Rh(t) — h(t)) — —A - 06429 - h(t). 
Így a 
h (4): (2RN2) —h?(0)) ——K 
(K -EÉVg e Rt) 





differenciálegyenletet kapjuk, melynek megoldása 


4 2 
(0) zh (2) — st) — —Kt-4OC 
ahol a K.É.P. miatt 
4 372 0 2,5/72 
C — aztho sé zh 
és 
C 
0OLt-a —. 
— 7 K 


A 04) algebrai egyenletet (közelítőleg, pl., intervallum-felezés"? módszerrel) megoldva meg- 
kapjuk a h(t) függvényt. 


6.9. Ha a kötél (függvény) monoton ágában vagyunk és Az — Ah nagyon kicsi, akkor az 
Po (x0,f (x0)) és PR. (x0 4 h, f (xo 4 h)) pontokban az F, kötélerők ellentétes irányban hat- 
nak: F.d vízszintes összetevőjük összege 0: 


HAJA (20) Se (29 4 h) (11) 


(általában az F erővektor hosszát F-el jelöljük), míg F, függőleges összetevőjük a közöttük 
levő kötéldarab súlyával (gravitációs erő) együtt ad 0-t: 


Fr(x0 th) — Fe(x0) 4 mg 


m — pt? (h.. f(xo))? — Pom1 4 (F (m0y 
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NEZ A 


ahol a kötél sűrűsége p, keresztmetszete (), és a kötelet az [79, To -- h] intervallumon az T9- 
beli érintővel közelítettük, tehát 


Fe(x0 th) — Fr (x0) — pOhgVV 17 (f(x). (12) 


Az (F,, FF, Fu) derékszögű háromszögek hasonlóak a megfelelő (ugyanazon pontban 


vett) 
( Te 1) 


derékszögű háromszögekhez, tehát (1 1) és (12) alapján (Fv és h-val egyszerűsítve) 


f(x-m— fa) pg 


7 Fe VI: (fa) 





majd lim határátmenetet véve kapjuk a keresett differenciálegyenletet: 


f(a)—-K-V1- (f(x) (13) 


ahol K € Rt állandó, ro € [7ra4, re] tetszőleges, A (ra, ya) és B (xs, yB) a kötél rögzítési 
pontjai. 





Az (13) egyenlet megoldása: vezessük be az u — f" új változót, ekkor u(xr) — 
—- KV1I-T ut(2), 


uw(x) ! 1 . J 
————— d: — ] ——— du — Arsinh(u(21) — Í/ Kdr— Krx-4C1f(rx) — 

[E TETT —— (uz) (a) 

1 
Ez fv dx — f sen (Kg 7 C1) —  c0sh (Kx 4 C1) 4 02, 

tehát a végeredmény: 
1 
f(x) — § cosh (Ka t 01) 4 02. 


A kötél rögzítési pontjait figyelembe véve az 
1 
A ef (Ta) h cosh (Ka -- C1) 4 02 


1 
yB — f (TB) — xx c0sh (KxrB 4 01) 4 CC 


egyenletrendszert kell megoldanunk. A 


cosh(a) — cosh(6) — 2sinh ( 2 E) ci; ( - E) 





azonosság alapján az 


2 . T44a ; 14—IT 
YA —YUB — x "inh (e -k ci) sinh (xset) 


összefüggésből C1 és C5 kiszámítható. 
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— R.ilt 
dö EAj e beétjeik MENŐ es He EST kzisátálható 
(b) 1 74) 1 
let s eszzz —— —  — —— dt — SES Si s 
MERETSÉBS " memaD I Iszap I fena" 
1 


— 1 
7 R5(Vo—R-i) - jte azaz 
1 R U, K nR 
egz Hl -(ÉreRo) ) szi, atz sstt 
i(t) R (Uo e" NI R Rp" L 
(hiszen i c 5), K € Rt. Azi(0) — 0 K.É.P. miatt K — Ug vagyis 


i(t) — - (1— eft) 





U. 
tehát lim i(t) — s A feladat adataival i(t) — 5 — 5e72. 


1600 


b)L-7(t) 6 R-i(t) — Us : sin(wt) lineáris egyenlet, általános megoldása 


. Ug 
64 [I2w? 4 R? 


seb: sin ( wt — arctg si pij 
. /Bw2aR R 


a 10.5. feladat megoldásánál ismertetett (15) összefüggés alapján, és az i(0) — 0 K.É.P. 
miatt 


Ét 


(Rsin(wt) — Lw cos(uwt)) 4 Ce7rz 


—. — LwUg ——— 10-(1007)240 
. I2w24R2 102 -(1007)2 -- 202 





—rx 0,07639. 


A feladat paramétereivel az 
107 (t) -—- 20i(t) — 240 sin (2750 - t) 
egyenlet megoldása 
240 


i(t) — 102-T1007)2 7 202 (20 sin(1007t) — 10 - 1007r cos(100rrt) ) —- Ce?! — 
: TT 


240 10 - 100 
ci sin (1007 — arctg EG )) -4Ce3 z 
V/102(1007)2 -- 202 20 


s 24316 - 107 . (20 sin(314t) — 10007 - cos(314t)) — 0,07639 - e? 
zs 0,07639 - sin (314t — 1,5644) -- 0,07639 - e77. 











M7. Parciális törtekre bontás 


7.1.a) (zta 2?) : (r—2) — 1? 427? 4 57-10 
29? 7 9? 
59? 
102 
20 
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azaz (rt 4 3?) — (r — 2) : (z? 427? 4 5r - 10) -- (20). 





b) (2 232 45) — (272 — 7139) - (sz 17) 1 (9-5). 

c) 41" 3 52 — 2 — (21? -- 3) - 27? 4 (—621? -- 57 — 2). 
7.2.a) z—1 — (r—1)(2?--r11), r?--1 — (r-1)(r2— r-t 1), rt—1 — (r2—1)(r2--1) — 
— (1—1)(z-41)(29 1). 


xt -- 1 reducibilis az Algebra Alaptétele szerint. Próbálkozzunk ri! 4 1 — 
— (3? 4 ax - b) (z? 4 cx 4 d) alakú felbontással, ahonnan az együtthatók összehasonlítá- 
sa alapján a 


0 —cta 

0 —d-7actb 
0 —ad- bc 

1 —-bd 


(nemlineáris) egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldása az 
z141-(2-rv2-1) (7-zv2--1) (14) 


irreducibilis felbontást adja. (Az x! 4 1 — 0 egyenlet komplex gyökeinek segítségével is 
megkaphatjuk ezt a felbontást.) 





b) 23? — 5x? 2 37 — 2 harmadfokú, ezért R[r]-ben van gyöke. Egész együtthatós, 
ezért a konstans tag osztóit kipróbálva kapjuk az x — 2 gyököt. Polinomosztással kapjuk: 
(22? — 57? -- 37 — 2) — (r — 2) - (2227 — 3-1). 

Hasonlóan: 23? — x2— 1 — (z — 1) - (272 4 3 4 1). 

ct) A p(z) — rt 4 21? -- 27? 4 27 — 1 — 0 negyedfokú egyenlet gyökei közelítőleg 
xi A 0,3392, z2 s —1,7130, rz4 s —0,3131 -£ 1,2739 - i, tehát 


p(r) z (x — 0,339)(x -- 1,713)(x 4 0,313 — 1,2740)(x 4 0,313 -- 1,274i) 
az (x — 0,3392)(x 4 1,7130)(x? -- 0,6263r -- 1,7208). 


Másik megoldás: Az r! 4 22? 4 27? 4 27 — 1 — (x? 4 Az -- B)(z? - Czx D) 
próbálkozásból (A, B.C, DER) a 





2 -C0TtA 

2 - D71-4ACtB 
2 - AD4 BC 
-1 —-— BD 


egyenletrendszert kapjuk, ami szintén elvezet az előző végeredményhez. 
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7.3. Ha a számláló fokszáma nem kisebb a nevező fokánál, akkor a számlálót el kell oszta- 


nunk polinomosztással a nevezővel. 


2 337—6 
r73a2—2 
317 — 2774 


SZESZ Ész ffi 
FEJBEN FEGT-áai 


3531 


(28-i t 


—29x 
$ Fr —2 
1312 — 326 
xr2— 871157 





3) - 





H22) 





TT 


15 4 2273 
:-t1 ü 


x? — 8x? -- 12 A B 


(d —ax? rar rr—1) 


ször 31 
5-3 7 35—377 
4 


Tét 


Crx D 23 3572 1-3 





7.4. 
zet ii) 


Dx7E 
(32-59-47) 


(z — 1)2(2? -- 47 7-9) 
Br:tC 
od 





T 





87-42 
gy (24 7)(22 3 5) 
I c 


2? 
49 
B 














(z 4 8)? (2? 
A 


Dx-7E 


TF , — 
2 23429 (rr7jl21 5117) 


Fr-G H Ir4J 





— SEB (EEBj " (zrBj 
319 — 27244 
E zt (31422 
JB a lú VTK 


A 


x2 -- 47 7-9 


1317 — 326 
32 —-871415 


(22441-499 247 227457 


1312 — 326 


Vál zása 





(32 - 22) -- 


B 





22) 2 t 
) x—-3 
A 


1 A B 


r—5 
A(k41)4Bk 





7.5. 


k-(kAD  k káEl k.(kX 


T" vagyis a számlálók egyezősége: 1 — 


— A(k 7-1) -- Bk. Helyettesítsük be k helyére 0-át ill. —1-et, ahonnan A — 1, B — —1, 
1 


1 1 
k-(k41) k kil 


3:t6 3246 





vagyis 


A 


B A(z—1)-- B(r 4 2) 





2r1—2 (r21r2(a-1) T 7 


vagyis 1-46— A(z — 1) 4 B(z 7-2). 
Az ax —- —2és x — 1 helyettesítés után kapjuk: 


x 76 


TÜÉTETÓN (z-42)(z— 1) 


-4 
3 





mind ga a 


3142 


Z 
3 
—1 
zl 13 ! 2 
a d 1 112 





(72 32373 5)(27- 1) 
x—1 


—1 
2 


2 321315 
3 


4 


:t1 I 
1 





x3 3 272 
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x ——  —1/2 1/2 e TT , 1 
(1—273)2 1-2 (1—22)7 (r1—1D3 (2—-13 (r2—12 
mm 7 —T gl 335 3 33 Biz 
Ea (aggy ert 71-16 3-2 232 3234 
1 üi 1 üi 
Ea Az 
A B c DxrAtE 








"dem TE Tiz lázam 


közös nevezőre hozás után a számlálók egyenlősége: 





1— A(1— 2)(1--2) (14-62?) FBI 7-2) (1477 27) - 
3C(1— 22 (12-22?) 4 (Dr4 E)(1— 2) (1 - 2). 

















Az x — 1, —1, 0 és például a —2, 3-2 értékek behelyettesítése után kapjuk: A — 7, B — 5 
C-1, D-0 és E — 5, Vagyis 
1 1 
7 — —— 3 —6 
(1—22)(1—239) 1-2ri (1—7) 
1 1 
l 4 I 3 8. 
1-2 149273? 
33? — 27? 1 4 1317 — 326 A B 
VESZ Ézs te 0Ój 4 z — 31 1227 j — 
xr—- 87415 r-81415 1—3 2—5 
—33,5 . 164,5 
— 37 422- — kF——. 
1—3 1-5 


753 3 235? — 3052 — 1725 — 150 ü 
(5 42)4(s — 5) 
A B ÉT D E 


(5423 (5424 s-5 








— 542 (5122 
közös nevezőre hozás után a számlálók egyenlősége: 
757 3 2357 — 3057 — 1725 — 150 — 
— A(s 12) (s5— 5) 4 B(s 1 2)9(s— 5) F C(s 3 2)(s— 5) 4 D(s—5) 4 E(s42). 


Az s — 5, —2,0, 1, —1 értékeket behelyettesítve kapjuk: E — 547 5 22865, 
e. Ai 11317 1 
D — — s —0,2857, A— 35 az 47135, B — —-4z Az —0,0058, 











C — —- s —0,0408. Tehát a keresett felbontás 
751 3 235? — 3052 — 1725 — 150 e TE 243 ú 45 j a ma 
(s 42)4(s — 5) 542 (s-32)92 (s-42)93 (s142 5-5 
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M8$. Laplace-transzformáció és inverze 


8.1. a) 


f, f, E f, fs íg 5k Loi Í 
Ub- I ld őő B (8 aj 
1 tása 1 — 1 2 / 1 ri ssp 
A ke 2 3 2 2 2m 4 ! 9 
10. ábra. 8.1.a) 


—2s5 —3s5 


Ef) — ff1vetát — [do - S 


(lásd még a 5.2.c) feladat megoldását is), 


(fe) — feet — B [d Zg a het 


90 —t 1 00 t 1 ús 
£(f3) — J t-e "dt — De - — je at] — lim - G -k 5) úüji — 
3 s s g3 94-00 s S 


t1—3 

3 1 3541 

-04 (55) e. es. 
S S S 





Megjegyzés: Az , eltolási" tételt most nem használhatjuk, hiszen fs nem az id(t) — t 
t — 3 ha3t 


, melynek Laplace- transzfor- 
0 máskor 


függvény , eltoltja". Ez utóbbi f6" (t) — ( 


máltja 





erb) — [get at — en Be era] - 





I 
1 
48 

l 

SS zen 
e. 
v] 1] 
odás 
2 
2] 
Tass 
Így 
88 
E 
Ni T 
ww £ 
II 





(lásd még a 8.2.c) feladat megoldását 15), 
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a két ponton átmenő egyenes egyenlete y — 2.57 — 5,5, ezért 


t—5 


9 zi 
ELTE Hi (2,5t— 5,5)Je"" dt — zgetlöst — 115 -- 5)] ke 
3 


t—3 


—1 
— — (e (14545) — e7""(4s 4 5)) , 
S 

















952 
jú ta ssint] 77 1 
— in(t) - e" dt — ] — —st 005 EZ —2Ts — )—4Trs 
Ef— [/ m(0-e ki se] zt et, 
00 .1- s 00 
L(f7) — 97. [ e "dt — get —sk  9—s(k— 1) e $(-k es 
k—1 st 2 1 k—0 
. 1—- d cx. 1—€ d sa ta all , tl ü 
Ni EP ge S 5(Ee Je LL. 
k—0 k—0 
-s(es-1 
cerezn (Re(s) 5 0). 
s(e75— 1) 


Másképpen: a H(t) — 1 (t 2 0) Heaviside — függvény és az Eltolási tétel segítségével: 


vele (H (t— ( enemenj] ömneenáe 
Elek 


k-1 


(1 — e?) 


új 


222 


innen ugyanaz, mint az előző megoldásban. 


b) 
f(t) — b -(H(t) — H(t — a) 3 H(t — 2a) —7-...) , 
b —as —2as ME b 
£(-7(— e te SZETESETT, 


jog 


9(t) — -t . H(t) — bH(t — a) — bH(t — 2a) — 


1 b be7es 
09-b(ía-e tert...) EE se 


as2 as2  s(1—e795) 


jen 








8.2.a) L(T?—3t45)— 5 — 37, 
£ (3— 4e6150) E £(3 JI 4£ (e (5--6i) )) s te 4 
s s5-(546i 
§5—5 
(s — 5)2 7227 





£(e" cos(2t)) — 
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3! 6 

Be") — és 

ee EGET GETE 
, 6 
DS VEN 
. 1 2t Hl s at ME 1 1 KagiYl) 1 zh 2 

EGMRDE ZTE ette) eleg zig] e 4 





ete sektag) etek -- (5) ő 


8 42 "  32(352— 365 792) 
2 6t : 4 BEgY 6t a; 4t)) — s § 
KATAR ge EME he — 6)2 7- Tt) (52 — 125 - 52)? 





br) 5! — ető miatt £ (5) — — 


s—1]ln57? 


1 1/1 s 5232 
269 : 26) E 
cos" (t) — 217 cos 21) miatt £(cosf(t)) — 5 ( s) ESZE 





1 1 1 
cos? a. — 21 cos 2a) : cos a Ez 5 0080 -k 2 005 29 : cos a — 


1 3 1 3 
- aj 0 ÖL 1(c0s 3a -k cos a) — cos" a — — cos ja -- — cos a 


miatt 


bg JÉ s (52-- 112) 
£ 4t j — ; 
(cos? (4t)) — 4523.122 452442 (524 144)(s52--16) 





az f(t) — sz sé JeTRTESBE ésa L£(t: f(t)) — -ár) SZÖBEKSRERE MASZÁSÍTA £S£(f) — 
— —£(1—e-") — FILNÉTSTE ahonnan £(fy— [f74- —ads —]n(1-- 3) 4 C. Mivel lim 
ln 


Is] 00 
£(f)(s) — 0, ezért C — 0 vagyis £(f) — In (1-7 6). 
c) A 8.1 feladat jelöléseit használjuk: 


Mivel fi(t) — felt) — folt — 1), ezért 
£(fa) — £(J2) — £(f2) "e" — £(f2) (1 jz e") ú si (1 Ez e") zi j (e725 — e75) j 
Mivel fu(t) — f3(t 3-2) — f3(t 4 1), ezért 


Ef se ela ee elfjlagetlerseéjs Sgeg (e25 — e") . 
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8.3. A £(t - f(t)) — —5£(f(t)) szabályt alkalmazzuk: 




















L(tcosíwt)) — szt Fő Ti WZ 4. at 
£ (t sin (wt)) — e. mi NI jő 
£ (t . ch (wt)) — zt ZS Á TIE 
£(t:-sh(wt)) — k- EIT ö TEST 


ezi es 3 
8.4.a) C-t (s) — 0 (syg) 7 jét 


1 
—1 
(7 
1 1 2 
[7 süt 
(A) 2 eszi) 
55-43 S 3 2 
LD —fD 115 ű 
(5) baz; S2ae.28 
spib . szí Hja TA 
52-24543 (s-41(s43) s-41 s43 








1 
5 sin(27 ), 


) j (7 73 öö TEN 2 




















9 7 





3 
) — 5 cos(2t) 5 sin(27), 








—1 1 ki —1 1 BE 
ül (A ü; 5437 


a (a 1 JE 1 Bet? 
86-18) mee: 
Bis 1/2) 8 : 2! 

2 


jeg er 
(s 4 598 - 22 


2 2 








TA 








(573)5 








-£7( (543242 
(7 -7ET7) mú (G § E pri) Ni 


Tea 543 3 2 ü 
13 s  (s33)2422 2(s-43)2422/ 
1 


1 3 
KÉT (ros20) -k 5 s(28) ) ret 
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A Mn a. kh UNOKA JI, ma. Ge 1 a) 


b") a 8.3 feladat eredményeit használjuk: 


LD (cég) — --tsin (ut), 


E tea) tg eh El isáng) 127 


E 7 oz 4-2 - sin (wr) da — 74 [sin (xw) — xw - cos (rw)]ázg 














s zi (sin (wt) — tw cos (wt) ), 


3 52 vs s gl 
ii (egy) FAS (ÉT j végy) ű 


az előző 27 SES segítségével 





— t cos (wt) — e (sin (wt) — tw cos (wt)) — 
ks (sin (tw) -- tw cos (tw) ). 


c) a D) feladat eredményei alapján: 





(s 3546 3 ; 6 I 
LD! lá F3 5) — 9. zt sin(21) TET (sin(2t) — 27 cos(2t)) — 


3 3 3 
— G -k 5) sin 27 — Fi cos 2t, 








-1 52 —3 e 1 . üi 3 et Ca ljásess 
L (a x 5) — 5.9 (sin(2t) -- 2t cos(2t) ) EGE (sin(2t) — 2t cos(2t) ) — 


1 7 
Ez ÉT - aa RBSE 


s ai 52397 7) - ndi ÉT NI a) — cos(3t) — 3 sin(30), 
ela 7-T 74 dl ZET NÉTESV MEGTETTE Ú 


3 1 3 1 —3 
— 8 p-t sz 2 Se ej osz st — 4Dtl e 
Kié — 78 1 2tel — ae G 51) e (Tee 








8.5. 


x 41 
e2z gy e? vett JI e2(z—t . eft dt — ez f e(87-0t dt — 
0 0) 


(8—o)t 117 ax Br ax 

€ € e € 

ez 77 —z 97-11-55 
t—0 





B—al.n. 8—a B—a 7 
ze [ (zett f ett f t . ett dt — 
o o o 
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1 
AZ A AZT 





1x f(x) — [1 f(b) d$t— F(x) — F(0) ahol F(x) az f(x) egy primitív függvénye, 














ME ez eggezáfésfe sen ÜKtÓ sál E Nigel 
mM RT TR A (x— 1)" - 1" dt — fteljes indukcióval n € N-re 
pri 1—x n T 
Üss at Éz — gp)". j sp ege k [/sese 
jük (e ) ET] ml sss] ) 
1 pt 1 1 pn2 1 
— —— [(x— 9)". sak. álá 
n! . k! ( ) mal. (n— 1)! - (ka 1)! : ) vil 








MARZLÉR (z—ry" ábl táa jea 
I . 1!-(ktn-—1)! új kn] ca 


1 [A 
—0 ERSTE sz tg getn —. 7 [JyktnA4l dt — getntl 
egeásgai Kan eni ho ESETT 


M9. Integro-differenciálegyenletek megoldása Laplace- 
transzformációval 


Lineáris differenciálegyenletek és -rendszerek 


9.1. Az egyenlet mindkét oldalának vesszük a Laplace-transzformáltját (, mérleg-elv"): az 
Y — L(y) jelölést ésaz £(y) — s : Y(5) — y(0) összefüggést felhasználva: 
a) £(y 3 3y) — sY(s5)—17-3Y(s) — £ (e? 4 cos(22)) — 


1 s 
Tt gyz 
Y(sj(sr3)-iezrt 5 














s( 571543 
Vjt dj eds tsőzs e CHerz 
Y (s) — 8(s 15-43) ési ELÜT 13 I 1 y 27 
(s— 1) (52--22)(s-23) — 5244  4(s—1) 52(543) 
 ELÜGEK 1 27 
epAfaT 8 a I ő 
yt) ( 5234 " 4(5—1) " 52(543) 
3 4 1. 27 
ET cos(2T) 7 3. ő sin(2T) -- Fi - Sz dl. 


b) £(y" —2y — 3y) — s(sY(s) — 0) — 0 — 2(s5Y(s) — 0) — 3Y(5) — 
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35 —7 
—Y 2 2 s si 32 2e7) — 1 0. a ss 
(s) (s s5—3)—£(e" 126) —— ta ESSETETSTTN 








35 —7 35 —7 
7881 (s —3)(s— 1) (52—25—3)  (s—3)2(5—1)(540 
5 1 3 1 





TT(SED 2-D 16-39)  dazgj 




















16 2 16 4 
c) 
£(y" —6y 4 13y) — s(sY(s5) —2)—4—6(sY(s5) — 2) F 13Y(5) — 
-Y(5)-4(8—25)— C(lőze) — 7; 2 
sr —(8—25) — 2(53—6523-951-4) 
- (—1? es — 
Y(5— e 2—-SSITB  G-T(G-3ET9 

1 2 §—5 Hi 

sza" ESET (s — 3244 

Ld, 2 , 8-8 2 

— s—-1 (s—1)2 (s-—-32242 (s-—3)2£227 

y(3) — £71(Y(s5)) — e? 4 27e7 -- e? cos(27) — e?" sin(27) — 
— e7(1 71-27) — e? (cos(2x) — sin(27)) . 
d) 
£(y" 4 6y - 13y) — s59Y (s) 4 6sY(5) —- 13Y(5) — 
2 Hl 3x Hl 5— 3 
— Y(s) (52 — 6s 3 13) — £ (e cos(2r)) — GT 
(5) — 5-3 Hl 5-3 Hl 
DE TS-SETBJEE TB TB] TG-SETBTGTBBTB] 7 
535 — 756 525 Tt 156 





(5 — 32422  (s-73)27227 


— p-1 a, ötől SÁR GARÉ ZTA E dabe inzzll a 7 ám 7 mi 
y(2) — 27 (6(s) —£ ( is aj J-e (8 (s -43)24 22 JE 











sn(2) ) I 


1 1 1 11 
— e37 (5 cos(2T) 4 35 -§ sn(25) ) — ét (5 cos(2T) 4 782 
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e) Ely" 4) — S3Y(5) 4 45Y vl5sssel (52 4 45) — £(cos2x) — 
KENT NE ESZÉBE TSA 

(a) — 2 (tg) — azér in(27) — 2x cos(27)) a 8.4.b") feladat alapján. 
D£(y —3y — 10y) — (s(sY(5) — 7) — 2) — 3(sY(s5) — 7) — 10Y(s5) — 


— (52 — 35—10)Y(s)— 75419 — £(x?e7?7) — EH: 


§ 
52-73-22 , 











ja cp 475—19  751-- 2353 — 3052 — 1725 — 150 








(52—35—10) (s-42)4(s — 5) 
. 11317/2401  2/343  2/49 2/7 5490/2401 
st2 (s--2)2 (542)? (s42 5-5 7 


(a 7.5. feladat számításai szerint), ahonnan 








11317 2 2 1 2 1 5490 
— 0-1(y met SZT e ze —2y TT 2 —2e TT 947 2t 57 
y(z) e egg 343 19 27" 7 67t Tai 
5490 sz, ez (122. 2, 317 
— — e ——g" — —r — —rm 8 
2401 21" — 987 — 343" " 2401 


9.2. a) Vezessük be a 2(2) — y(z 1 7) új ismeretlent. Ekkor az egyenlet: 


20(2) —z(m—1, 2(0)—2, 2(0)—0, 27(0)—r 


) 


vagyis £(z0(x) —- z(x)) — s - 2(5) — 252 — mh s - 2(s) — 2 — £(1) — 


4 


1 
S 


24252324r 1-25795-(24m)s 2-4r 1-47s 1 
Z(s5)—é ri - ai j 

592 s 52(52-41) s s2 1-1 
z(x) —27- mr — sin(x) — mcos(2) 4 2, 


y(2) — 2(2— 7) — 232 — sin(z — 7) — mcos(r— mr) — 427 sin(z) 4 mr cos(T). 





, 
s2 


b) Vezessükbea z(r):—y(rz-1)  újismeretlent. Ekkor az egyenlet: 
28 (x) — 27 (2) — —6(x 1-1), 2(0) — 7, 27(0) — 10, 2"(0) — 12, megoldása: 
£ (20 (x) — 27 (x)) — 53 - 2(5) — 752— 105 —12— 52 - 2 (s) 475310 — 
6 6 
— 2(5) (53 — 599—757—35—2—£(—61—6)—————, 
S S 
23 —§— 5 -4752135-42 — 75t-4359-252— 65 —6 
MEN 53 — 52 NI st(s—1) 
2(x) — 3? 4 61? 110777, 


y(2) —2(r—1)—(r—1)?46(r—1)9610(r—1)67— 133 3121 ri 2. 








— TT 10 12 6 
— etet TT 
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j 4. ús a ez-t ME e Tt 
Tag et et 
—2 e Tia" age 





— jes [ln (1-4 ert) — eztzg — 467" [ln (et DIES — 
— Le? [(ln (1-4 e77) — e77) — (In(2) — 1)] — 1e7 (ln (e? -- 1) — In(2)] — 


— 5 (em (857) — en (8) ez — 1). 


b) y(x) —arctan(m) c sY(9—F(s) így 





1 z 
y(x) — 171 (z F(s he — 2 x arctan(m IA x —t) - arctan(t) dt — 
— [dt — 3 arctant — 5t? arctant — 5r1]n (t? -- 1) -- tr arctan Has ek 
— 27 — 3 arctanz — 31? arctanx — 51 1n(xr? -- 1) 4 1? arctanr — 
— 5 (x? — 1) - arctan(x) — 31 — 5x1n(x? - 1). 


Megjegyzés: A feladat ismételt integrállal is kiszámolható: 
y(a) — J arctan(r) da — x - arctan(r) — 5 In (2? 1) 4 C1, 
y(m) — J rarctan(r) — 3 In(x? 4 1) 4 Ci dr — 
— 3 (x? — 1) arctan(r) — 5x1n(52 41) 4 r(3 401) 4 C2, 
K.ÉP.: — y(0.—C2—0 5. 02 —0, 
y(2) — 2 (3 (2? — 1) arctan(r) — 3zln (2? 1) —- z (5-4 C1) —- C2) — 
— C4 — 31n(r2 31) 4 rarctanx, y(0yh—C1-H0—0 — 0 C—0, 











Tehát  y(x)— 3 (a? — 1) arctan(r) — 3r1n(22 1) 4 ír. 


c) £(y(x) — y(m)) — 59-Y(5)—0—Y(5) — £ (tanh(z)) — F(5), 








Y(5)— sz F(5) 
y(2) — £ (s) Ft £77(F(5)) — sinh(z) x tanh(z — fsinh ( rT—t)- cent) dt — 
— 5 cosh(b) 2? (cosh(z) — cosh (z — 2t)) dt — 
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£. 1 7 cosh(x — 2t) ESH Es 
— Cosh(z) dt— 1 dt — cosh(z) , AT d BV űz ahol 
2 T cosh (t) ii T cosh(t) 2 [4-0 — 2 IB]:-o 
A — [ ——dt — 2 arct b, 
J SAH] arctan (e!) 
cosh(z — 2t) ez—2t , e—-Tt2t ez u2 1 
B — [ — ——— dt — [ — d —f 5 — :-—- du— 
J cosh(t) J et 4 e-t 1 uk u üi 
az et t u 1 e7 1 x 1 
STR STEET VS [ata szab 4) du — 
— u — § — (e? 4 e?) arctanu — . — £ — (e? 4 e7?) arctan (e!) — 


— 2sinh (t — r) — 2cosh(r) - arctan (ef), tehát 
y(x) — 2250 . [2 arctan (et) — : DP sinh (t — x) — 2 cosh(g) - arctan (ef) ző — 
— cosh(2) : (arctan (e7) — arctan (1) ) — 


— (sinh(0) — cosh(1) - arctan (e?) — sinh (—1) -- cosh(1) : arctan (1)) — 





— cosh(2) - E arctan (e?) — 5) — sinh(z) — cosh(2) : (in (tő) — 5) — sinh(12). 


d") £(y"—2y - y) — 52Y(s5) —25Y(5) 4 Y(5) —£ (1 — ező) — F(s5), 


1 1 


velsazgzi "elsz 


. F(5), 


a primitív függvény: 


Je — tjerT ( —- e) dt — nél jee dt — efte dt -- efa dt — ater dt — 


—1 
— zet f e! dt — út hd dt 4 1) 7 2 —1-k Tt dt — zet [fe dt — 
xz —t x —t x —1 —t2—t 1 —t2—t a —t2—t 
— —Txe7e" 1 eTe"(t41)4e E hg e dt] —xe"f e dt — 


1 1 
— —geTe! hete (tt 1) — ma dö E (Ge -k me) : jee dt. 
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Az F(t) — fe "dt integrál ugyan Newton tétele szerint létezik, de Liouville tétele 
szerint nem írható fel képlettel. Tehát csak annyit írhatunk: 


i 1 tem 1 ; a 
y(r) — [—zetert b efert(t1)— -eterf-t] — Ge - ge? ]J : eFt dt — 
2 FEÜ 2 
0 
NR! 1 f 
— 1-- re? — ze — eájil — Ge -k ver) : [77 dt. 





Megjegyzés: Mivel bármely folytonos f(t) függvény esetén ff f(t) dt tetszőleges z € R 
értékre könnyen (és tetszőleges pontossággal) kiszámolható, ezért y(x)-et lényegében kiszá- 
moltuk. 

Használatosak az 


2 ül 2 
erf(1) s 5. e" dt 
0 


1 mos 1 1 


jelölések (és értékeik táblázatban is megtalálhatóak), melyek segítségével y(1) így írható: 


vre 
2 





y() — 1-7 ze — jer — jer — (jet zer) - : (erf (z-- 3) — erf (5) ): 


9.4. Az X — L(2) és Y — £(y) jelöléseket használjuk. 
ő 7 —8—7X(s)19Y(s) 
2 


, 











sY(s) —2— X(s)—Y(5) 
Y(s) — ; (5X(5) —8—7X(5)), 
— £5(sX(s5)—8—7X(s))—2— X(s) — 5 (5X(5)—8—7X(5)), 
X(s) (32—85—145—5)— 554245 
X-es e — ég — 3 sé 


z(t) — £-1(X(5)) — 9e8t — e72t, 
és az első differenciálegyenletből: 

v(t) — szt) — §z (4) — 5 (Dest — e72t) — 7 (eft — et) — 
si 8e8t 2 .. filet 7e8t 2 fe Esz et -k e ?t. 





1 
b) ( 5X(s) — X(s) -2Y(5) kg ; 
sY(s5) — X(s) 42Y(5) 


X (5) 


a második egyenletből  Y(s) — 5-9 majd visszahelyettesítve az első egyenletbe: 
S — 
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SZTJ E XT tg ez X(j6-1-Z)esz 














5—2 
1 
5-3 ú a. 2 E 2 1 — 2 
X(5s) BEEE m. 7 s (s NI say — 9(s—3) dr 3(5—3)2 957 
si) egye lete tető, 
X(5s) 1 1 1 1 
781 5—9 3 96 T s 


y(t) — £71(Y(5)) — stett— set ő. 
































5X(s) 41— —5X(s)—Y(599-6 
Egis eds KI YŰ e S 
azaz 
(s 45) X(5) F Y(5)——- — — 
kes 50 —.— — 252—4s5—48 
—X(s) 4(543)Y(5) —2— TEGTLÉRÉNETESTL 
A (ineáris algebrai) egyenletrendszert Cramer szabállyal is megoldhatjuk: 
—s--6 1 
det keliee s b: 3 —s33.2523-195-4-30 
X(s) si (s—1)2 e s52—25s--1 — S ZRNRNNNNNENKNÉK HRNNT 2 
ast 5 1 s2 385 3 16 (5—1)2 544 " (592? 
"Ti adő 
[646 
detf  ]  252—45—48 253-3-552—615—246 
Y(5) — 6-2 ] 7 29 
als tS 1 s? 2 85 4 16 
-1 s-43 
Hi 25? 3 55? — 615 — 246 53 2 a 2 
— EZTET JT BT tj at Ka 
ahonnan 


x(t) — £71(X(s)) — 2te — et 13 2tett, 
y(t) — £71(Y(5)) — 3et — 12te! — ett — 2te-t. 


d) sY(s) — 











ahonnan 
523254 3 s 2 3 
X(s) — 4 HE 112 3 —1 7 , 
set egz DaT S 
252 3541 —s-—1 2 1 
JEAN $4—g 1) avag 
(643) 1 
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38" 8342 1 2 2 
Z(5) ús 192 z —1 7 , 
jö az dna öö 
és 
$543—; 
age delet 2 2 H2et — 3 — 


Integro-differenciálegyenletek és -rendszerek 
9.5. a) Mivel koti " e77t . y(t) d$t — exp xy (konvolúció), ezért 
£ (Jag et y(b dt) —£(é) : £ (y(t)) — zi" Y(5). 


Az eredeti ei mindkét oldalát £ -transzformálva: 
£(y —Y(5)— £ (sin (x) Érts he 2—t , (t) dt) — s TEsZ -- - :Y(5), 


Y(5)— TEEÉz 251 s. d ási 
1——-37 (5241)(s—-2) 5(5—2) 5 241 











y(a) — £7(Y) — 5067 — fcosz- S sin. 


b) £ (y (2) a 2y (2) — fd y(Ddt) — 
sY(s)—1--2Y(s) 4 6Y(s) — £ (sin(z)) — 
"Hi 5? 4 25 1 3 1 


es SET K Hl § 
S) — zi Hi , 
45) 54247 (2-41(s4r19? s-41 2(s41) 2(82-1) 


y(2) — £1(Y) — e —3xre7 b zsinx. 





c) Vegyük észre, hogy [9 (z— 1?) w:(t) dd— xx yi(x), —— ezért 


TRE lenr tarta EN Nr kt e 1 
1— 1M(5) — £(a) : Val) — 1 — 11169) — els) 


ahonnan 
VI(3) — edge — EE — edge — male) — 6) 2719) 


Y2(5)— ——4Y(s) — — 9 42(2d—£(Y)— et (1— 7). 
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Alkalmazások 


9.6. Az egyenlet mindegyik esetben 1 - i"(t) - 37(t) — szaxi (b) — w(t). 
Az egyenlet bal oldalának Laplace-transzformáltja : 


1 


BEN Bet Vt lest 
0001 48) 


£ — 521(5)— 5 -i9—i1 43 (s5I(5) — ig) —- 





— 16). (2-5 ) F-isin 30). 


űj 
0,001 


a) i(0) — 7(0) — 0 esetén 





EI) (2435 ggg) FE — it) 50 (vVtER). 


1(0) — ig, 1(0)— ii esetén 


£ —$2I(s5)— s -ig9— 11-43 (sI(5) — ig) 4 I(s) — 0, 


1 
0,001 


HE S:194t1-t43-:-?o 
— 523357 10007 


1 e72t COS EKE ! E E) sin 92 ez 
7 2 — /Z0BIN3 ig 2 


it zá s ÉG 
— 191 -e 2" -sin 7 














És 
ms 
ek 
Blgsázettt " 

I 
7 
a 
Fesz. ) 
nni 
s; 

Ív aj 
Ne 
tsszázntt 

I 





t- 5) egy csillapodó szinuszhullám 





(TeEeRt,ő€R). 





105 


His: (5 435 str) — £ (sin! (10£)) — £ (10 cos (10t)) — 495 , 
ahonnan 
I — 105 — BOTS TT ZTOB 3015 tt zAz 
(523 100) (52335 --1000) —  52-3-100 — 52--35-E1000 





és £-! után (a 10.5. feladatban ismertetett (15) összefüggés felhasználásával) 


10 HA! V3991., 11/3991 . ve) 
2" ( cos t4 sin T 





10 
in (10t) £ — cos (10£) — — 3 
d BÉTTÁl 2 1L57a 2 


(2) 1 
A a e 
2703 901 


- IVZTTi sin (10t -- arctan (30)) — et : 3/3991 sin ( V-t 2 arctan (azer) ) 
s 00111 sin (10t -- 15375) — 0,0111e78t sin (31,5872t -- 15128) 





31 


egy beálló szinuszhullám hiszen t — co esetén e" 2" 6 0. 


c?) A b) feladathoz hasonlóan 
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SW 
£—I(5) (24354 fg) — £(w(t)) — £ (ug cos (wugt)) — 
g 
ahonnan 
Íz SWg la Ast B CsáiD 
(52 -- w2) (523357 1000) 7 Ms2--wa 52-74 35-£1000 
si 2 — 1000 3w2 
ut — —34w — 
s age te ki a D- 3000 
nev nev nev 
és 
nev — w3 — 199144 -- 1000 000, 
a nevezőnek nincs valós gyöke. 
i(t) — £7(1(5)) — 
B V3991  27-3 . 4/3991 
— Wg " (4 cos twg - — sin tg ) -k TANK sa ij COS tr —G sin tI 
Wg 2 v 3991 2 























v 3991 
— Ti : sin (wyt - vi) HC .T,:e3tsin ( űj ten) ; 
ahol 
BV 1 
T, — ul AZ —] — 
: Tt (3) Vnev" 
" 2 
T,— 1124 2156 — 53 ki 4000 nev . 
v3991 V.3991. [42 — 1000] 
Hl § Awg f wa — 1000 
vi — arctan ga — arctan EST ul 
és 
v3991 —143991 (wa — 1000) 
va — arctan ( —- —- arctan 5 
aD —3 3 -- 3000 


a (15) azonosság alapján, tehát 


i(t) 


w4 — 1000  —3 (wd -£ 1000) 








1 
— wa! —— sin (wyt - vi) - 
eg (a EV FaLTS nev wa — 1000 
Ta —3(w3-41000) — ; 
— Wwg vETre jee a) Hv1) d vangei :e72 
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3álés 4 ÉG 
e 2 sin 2 


v 3991 
2 


raw) 
rra] ), 
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F; 4 23 Sa at 
Elemzés: t — oo esetén az e7 2" tag elenyésző, ekkor 


wW wW 











2(t) 5 ? sin(wyt th vi) — Z sin (wyt -v 
KLESÉTTET EEEN] v/1— 199142 7 1000 000 vgtsb 4) 


ami egy tiszta szinuszhullám. 


Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban fellépő sok u(t) függvény esetén a megoldást Lap- 
lace -transzformációval nem lehet előállítani, a megoldás közelítése u(t) Fourier-sorával le- 
hetséges. A 10.5. feladatban látunk erre példát. 


d") Az Li"(t) — Ri(t) — 5i(t) — u (t) — Uowg cos (wet) egyenlet általános megoldása: 


0 T2 3 2. 2TT a; 
. ev Uo cos twg — Lc u Uo costwg t Rc Vo sin twg 


[2 s 2Lcwa -k R2ewa 41 


1 l /1 1 
z -tl -41-(R2e — Mgtsz 
Cs exp (z G ő (R?c— 4L) 3) ) HE 
1 1 1 /1 
d; —-t 3 2. ágy] h. 
Csexp ( 17 (37 5 a (Re )) 


Az i(0) — D/i(0) — 0 K.É.P. megoldása 


i(t) 











cwgUg cos (twg) — LewáUg cos (twg) -- Rc?twóUo sin (twg) 
L2ctwő — 2Lcwá 3 Rcwt1 
(4 — Lwg) : cos (twg) 4 Rsin (twg) 
KNEEE ZT ETLESZE ET 
Ug 


1 
ke 7 (sin (twg) Fk (Az — 1 ) : COS (top) ) - 
R2 a (1w— 27) 9 


U 1 ű - — Lw 
— 8 5 ői ve - És ki Lu) . sin [ea - arctan (s ") — 
R2 4. (1 — 7) ő ds 
Ug ; Lwg NN TE 
Ez aan twg — arctan RT - 
Vr (1-2) 


Uo ; A i Lwg 1 
- :sin ( w.t — arctan ! —  — 
2 7 R Rcwag 


Ver (1-2) 


(a 10.5. feladatban ismertetett (15) azonosság felhasználásával). 
U 


2 
Vr (1-2) 
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Elemzés: Az amplitúdó A (wa) — 
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1 
pontosan akkor maximális, ha Lw, — — — 0, azaz 
CW 
g 


U, 8 rid szi BALA aló 
ekkor A (wg) — A és az áramerősség i(t) — R Sin (wyt), továbbá fáziseltolódás sincs 


(mintha L és c egymást kompenzálná). 











1 
Ha c-t tudjuk változtatni, akkor c — Te kell; ha L változtatható, akkor legyen L — —; 
CW 
mi re a feltétel : i I 
Wg7 wWy — ——. 
ess 5 VLc 
9.7. £ (m . ar(t)) — ms : V(s) — mug — £ (mg — kv (t)) — 93 — k. V(5), 
fi E9 mv  mgismva mvo— ám?  gm 
S) — zi s 
ms-k s(ms tk) k 4 ms ks" 
—1 m . m 


Megjegyzés: az Útmutatóban említett tétel szerint is 


im v(t) — lím s . V(s) — 29 
Hz 0(8) — ms -V63) — 5 


9.8. A differenciálegyenlet mindegyik esetben m - 5"(t) — —k - s(t) 4 Fk (t). 
—k 
a) Az m - s"(t) — —k - s(t) azaz s"7(t) — — - s(t) egyenlet megoldása (a £(s(t)) — 
m 
— 5(€) és s(0) — si jelölésekkel: 
—k 





(gye elé 5 (81— eg ea (8 — 808 — se — (8; 
k 
S (§) (erő) —s664s c o 5S(8- ore 





5(t) — £71(5(€)) — £77 s) — 59 005 (5) 4 Met (Vá) B 
7 4 [59 e. . sin (ok - arctg (5on)) 


a 10.5. feladat megoldásában ismertetett (15) azonosság alapján, ahol ug — ve a , ru- 
gótm tömegű test" -rendszer saját frekvenciája. 


Elemzés: A mozgás legnagyobb kitérése— amplitúdó— A — , /s3 Sz: Ha csak elen- 
gedjük a rendszert, akkor s1 — 0, ekkor a fenti megoldás 


s(t) — so: sin (on -k 5) — So : CoS (wR) , 
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ez esetben A — sg és a fáziskésés ó — arctg (pon) - 8. 
b) Az egyenlet most s"(t) — — - s(t) 3 B -sin (wxt), megoldása az a) részben használt 
m 
jelölésekkel: 
" 2 —k W4K 
£150)— 8 5(9—58—98— 7501 BZT 


524 wk 
k 


s0(€r) — 984514 B sz 


m €? 2 wy 





508 S1-K Bags 506? s162 4 sofwk Tt siwk Tt Bwk 


ETET (EFE ra 

E F k 
st A 7 ahol Hz B E-—s134EF, wR—4—, 
€2twp €Twk Ww Vm 


-1(§50tE F 
pet" — 
96 (ő tup €tu 











K R 





E . FH. 
— sg cos (twR) t — sin (tuk) — — sin (twk) — 
HR WK 











51 WK B j B 
— t twp) — //——— sin (túr) 
So cos (twRn) G Tlte 7) sin (twn) MENT sin (twk) 
B WK 
— A2- si 02) 4 in (t — sin (t . 
2 " sin (wR Tt 62) 4 VONETTT e sin (twk) — sin ( 9) ) 


Elemzés: ha a kényszerfrekvencia wx megközelíti wp-et, a rendszer saját frekvenciáját, 
akkor az amplitúdó nagyon nagy lehet. 


—k 
c) Az egyenlet most s"7(t) — — - s(t) 4 B -: sin (wet), megoldása a b)-ben számoltak 
m 
felhasználásával: 


s (E) 1 s0€ 4 S§1-k Bee o s0€? -k s1€? 2 Sot x 802 -k BwR 
€2 hw (£2 3 w2)? 
. §S0€S1 , BwR 


€2-Fwh  (€2dw) 
s(t) — LD7— (e BwR ) 














€2-wh  (£27w3) 





S1 B . B 
— sg cos (twn) 58 sz) Sr (twnR) — 20. cos (twR) — 
R 





B 
— Az: sin(wR 4 03) — SEEN cos (twn) . 


Elemzés: t — co esetén az amplitúdó mindenképpen --o0-be tart. 
Megjegyezzük, hogy a feladatban megoldott állandó egyitthatójú másodrendű lineáris 
homogén ditferenciálegyenleteket az ún. , klasszikus" módszerrel egyszerűbben és áttekint- 


hetőbben oldhatjuk meg, ez sajnos jelen Feladatgyűjteménybe terjedelmi korlátozások miatt 
nem fért be. 
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M10. Fourier-sorok, alkalmazások 
Fourier-sorok 


1 ha —TCwrxc0 


—1 hh Olga mT 


10.1. a) fa(x) — ( 


0 TT 
1 
üg / vos(ka) da f — cos(krJdz s 
TT 0 


(páratlan függvény , koszinuszos" tagjai nullák), 


0 TT 


z ! döl üss j gigí dj] e 


TT 0 


br 


2 E ALSO 


17--T 





Ez : (s Té) e et TETETEHET RB 


zt ha k páratlan 
0 ha k páros 


F (Talm) — — (ein 5 sin(8a) a. sin(ő2) -r .. ) — 


— ba EESEYTI sin ((2k — 1)2) . 


k—1 
fe(a) — 223 ha z € [-1,1); 


1 
ak—1l: ! 22 - cos(krr)drT— 0 mert az integrandus páratlan függvény, 
21 
1 
bh—1- [2 sin(krx) dz7 — 


—1 





r—-t1l A (enje 


lsin(rkx) — xrka - cos(mkr) hé 7 zk 


mk? 


4(—1)§H1 


D18 


tehát F (fp(2)) — sin(kr). 


k 


II 
fát 
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cd—-3 ha—45cag dea —3 
6-2 ha—3X3c0 








Jel(z) — 
EI ö ja Ü ékes 
-§. ha 4 éggis 
-44,5 
5 [fear 
do 4.5 cir)ai— 4, 
—4,5 
1 ( / k f k 
TT TT 
kRÜET fed) er [őrs ( 7) ez 


45 —3 








zi ÉT, Vg 2mkY , 81 
—ggapi seg aggk hú ! am 


bk— 0 mert az integrandus páros függvény, 














tehát 
S / —81 2mk 27 2rk 81 kia 
—1 j i ) i Ze 
7 (cl) 25 (ae MERT sm ( § ) zar) cos (75) 
sz 1 1-9,8767 : cos (0,69817) — 0,3219 - cos (1,39627) -- . . . . 
nő —6r—3 ha —-—1£XxT1c0 érd dkg ázsaísás ál 
XT] -— , dk — mert az Integrandus Daratlan 1u - 
? ZÁS ha Sései li 7 ü 98 
vény, 
2 f 2 
br. — 1 16 — 62) sin(krr) dz7 — szi [6 sin(rkr) -- 37k(1 — 27) cos(rka) JZg — 
0 
— — (6 sin(rk) — 3rrk cos(rrk) — 6 sin(0) — 81rk cos(0)) — £- (cos (rk) -- 1) — 
7-7 m2k2 SIN( 7 TK COS(TT sin TK COS I HET COS (7 7 
12 Sz 12 
7 — h Á há ai — SI 2 . 
zk B2 k páros, tehát F(fp(x)) 2. GT sin (2/rx) 
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IPMÖr ha —rCwCxc0 
gaz Tr Hg , páros függvény, tehát b, — 0, 
fela) fi fu. dése ggvény. k 
1 
ag — —7 —1, 
TT 


2 f1 ő I kr 
ar — 7 J z7 cos(kr) dc — CT lcos(kx) -- kz sin(kz)]n-g — 
0 








—4 
ha k páratlan, tehát 


cos(kmr) — 1) — GT 


2 
r2k2 ( 





Fe) B gznjagz 95 (20-12) 


0 ha —b-Carca-—b 
c ha a—bClarxc0 1 
1). he a cb), L—b, a — —7T1 —0, 
TNS há 0£xca 185588 neT, 


—cec ha ala: cb 
f k f k 
c 187) TT 
ak— ja E) da — [005 E) d: 1]! — 
- 2 (ea (kr — ) — sin(kr) -- sin Ő) 


E sin i n (72) ha k páratlan . 
0 ha k páros 
f k f k 
bh; fo E) da — [din E) dr:r1]! — 
—b a 


kra, kra 
zi - ( COS s — ter) — cos(kr) -- cos 0) s 


zjú cos (mk: ) -k 1) ha k páratlan 


— ha k páros 


falm) — 6 ( felem — 5) —3- 6felz 7) 


tehát 
F(fala)) —3-07(f (a.m - 3-6; SEB 077 3 COS jacos(í2és- ra) ) - 


4—- 
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— ba BITTER Tsz cos ((24 4-1) mra) . 


£4—0 
1 
ati ha —4€Xax3c0 
1 —1 
— ) —1 Mi Mi Mi 
f(x) — 7iti ha 0£56€2 a ná zek 
—1 ha 2XwXxc4 








[0 2 
1 1 ktx 1 —1 kata 
ag f (szeres (PE) e (Fa) (P) z- 
—4 0 
1 f k 1 k k 
TX rkx j xrkx 
— 1 [005 (7) dx 7 172k2 § COS (FR) - 47ksin E) 7- 
2 
. /mkrXNtr —1 nxrkax . /mkx 
-t 27kx sin FEL, -- 172k2 § COS F) — 4rk sin E) -- 
asz szá 
3 27kx sin E) — Bs im E) zi 
4 sz nk 4 HESS 


TT 


k s (ork sin (45) — 4 cos (45) — 4cos (mk) 8) 


. 12427 1 12-6r 124107 1 6 12—14r 
2972 " x2" 1872 " " 5072 " 9727 9872 " " 


124187 1  12—227 
16272 " 2572" 24272 7 


0 2 
1 1 . kata 1 —1 . kata 
bp — z J (ara 1) sin E) dx 7 1] (ea 1) sin 7) da — 
—4 0 
1 f k 1 1 1 
§ nI it 8 
Mi. fs 7) dx — KEGYE; jerk COS (ir) — 8sin (írre) -k 
2 








1 7 —1 1 1 
327kx cos (írre) a -k FENGYTJI 8 sin (árrz) - 4rk cos (írt) — 


1 xz-2 —1 1 gt 
—2Tka cos (are) Et [cos (arr) 


1-2 
Eszi AES E sin (45) tk Tk cos (5)) - 


—2 1 2 -1 —2 1 2 —1  —2 1 
nr" 27 972" 47" 2572" 6r" 49727" 87" 8172" 107" 
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ha —rCwxc0 ] 
ha Ox2x3amT Us ge TES EAT 
máskor 


[0 TT 
2 2krx 2 2 2krx 
ak sz cos (E) 1 [do0( SE) e 
st 0 

2 [. /2 7-0 9. FT... 72 7—T 942 . [27 

zi ST in (Gr) -k mk jin Gr) sz AT . sin 5) 5 
[0 TT 

2 . 2kmaxa 2 2 . 2kmraxa 

hg fen) drag fon őr ) dx — 
0 


ie ékegr 
2 elid eze(b)- Steel), 


fj(2) fa (az —5)t tehát 


Fol) Fa (2) - Deen (er 0 (2-5) - 


k-1 


Mm: in ( Jess 3 37 424 5 ON c ii 
EA sinÍg 7 a sin x 2 s sin x 3 az] E 
4 


it (cos(r) — 2 cos(3r) - z cos(52) — Ah... ) — pa rk cos ((24 4 1)2) . 


Maj 
adta S 
g 
essszzttt 
I 
ODO allo 














2 ha —3€Cax dc —2 


TREBI -1 ha —2X3c0 jó 136 
LT) JT ó, a EE i — U, 
ji ) hr üésrzi 7L 


—1 ha 1IClx3c3 


—2 Oo Hg 
2 T kara d 1 J kax fe 5 kara d 
ak — 3 COS 3 x 3 COS 3 44 3 COS 3 út 
3 —2 0 
3 
1 JT kax dr — 2 . (—2km . (—3km 
3 COS 3 4: E sin 5 sin 3 
1 
1 . . —2km 2 . (km § 
"an (sv) — sin ( j )) -k ka (e (E) — sm) ) — 
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3v3 —3v3 3v3 —3v3 3v3 
sz ESB ge EV gy ggg BV VE gy ga 
27 4 STT 10 147 
-373 (k—1,2,...) 
167 








3 —2 0 
3 
ü 5 § ktg dr — —2 —2km Hi —3km d 
3 / ml z— sz (cos — cos [ —2 
1 —2km 2 km 1 3kmr 
Tt Ten (eos(0) — cos ( 3 )) ga (ess (E) — cos(0) ) -- 7 (ess E) — 
3 2T 

















9 9 9 9 9 
s 0. — e ekks s Eg sg —-1,2 
0, 277 0, b 0, 0, 0, 877 0, 1077 0, 0, 0, 1477 ) 1677 ( ) ) ) 
f() 0 ha —27ag da -—-T 
IT) — 
-r4k1l ha —rCrxrc0 


páros függvény, tehát b4— 0, L— 27, ad— -T —1, és 


2 Tf 1 k sál 1 1 1-T 
nö" ( st ) COS E) dr — ap cos (re) 3 2k(x — 7) sin (Ge) var e 
0 
4 1 4 8 4 4 8 4 
vam] x2k2 ( — COS (ár )) — nr2k27 r2k27 nr2k27 0, x2k27 x2k2" n2k2 0, árás 


4 
rövidítve: — : (1,2,1,0,1,2, 1, 0, . . . ). 

















m2k2 
10.1.D) f(x) — fou(x) 10.2. feladatban, L — 1 választással, 
(2) —  fo(a) 4 5 tehát 7 (9(2)) — 7 (fol) 45 —5— B — sin (242) 
9 499 I T) 7 2)) — — x — — — — — sin TTI). 
7 " 2 ú en 2 2 El 
10.2. fo(x) — 1: periódus: L 5 0 tetszőleges rögzített, 
L L 
a9— Tt fJ 1dr— 2, ak— £ f 1-cos (5) dr — 0, b, — 0 mert f(x) páros függvény, tehát 
-L -L 
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70) -1 

FÍGájzó (sm) sz ától as Slsső) ) 9 8 cse Hl 

F (fala) - E DE colt) 

F (fala) —57 (12) — 47(a) 477) 
zá LA 3; 97 me. rosi) ) s 3 e KE - sin(ka) ) 47.1— 
z CG H3 7) 4, 38 s ea 33 E siiljsn); 

F (fala) — 2 sin(6) 3 S ag ő) 

Eráje Mi - — ET GSÉSéj ri grzeettó z se SCE ) I 

FU ÉR ny fin ((2k — 1) , 


fs(x) — —fa(z) (ásd a 10.1.a) feladatot), így F (fe(x)) — —7F(fa(2)), 


u hl —LdaX3xc0 
Juw(T) — : 
v ha OXZ2xacaL 


L 
1 
9-zJje Fur ok —u7v, 











ut L sm (E) " szü stl [lkv ainjje b REND, 


L 
21. L (es (YT ones (TT 
—T mm lé[/008[-7 KA v [— cos [7 e 
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szg (cos(—kr) — cos(0)) — e (cos(0) — cos(kr)) — 0 páros k esetén, és 





km km 
b; — lő (—2) - sőt: KS mk dt) ha k páratlan, vagyis 
ka km km 





F (fol) 2 Da (5) 


k-1 


Megjegyzés: f...(r)-nek speciális esetei az 10.1.a) feladatból fa(x), 10.1.D) feladatból 
fala), 10.2. feladatból fg és f; függvények. 


2 1 
F(fio(2)) — s égének — cos(37) 4... ] 
4 T 32 
1 
- a zi a sin (22) -k a sin(31) kk. 1) S. 








F (fu(x)) — : 8 5 (7 TT cos ((24 -- áj 3. S; : sin(kera) ) 
F(fa2(2)) — 5 - y (sZee te )) - 
a. B 4 (cos 2) (AJ a (72)) . 


10.3. Ezek a feladatokat önállóan oldjuk meg. 


; § Sk! test 1 lás 
10.4. Láttuk, hogy f(x) — 27xer-1a) és F(fp(lr)) — 2 —— 
k 


sin(krr), vagyis 


II 
- 


4 4 4 4 
fe(2) — 221 s pe sin(rz) — ET sin(27Tx) 4 gy sin(371) — 17 sin(4mra) -- — . . . , 


tehát az fg függvényt az F (fp(x)) , kezdőszeleteivel" közelíthetjük: 


4 
Ss1— —sin(r2) (fekete), 
T 
— 5 sin(rr) — —-sin(2rr) (zöld) 
52— 7 sin(mz) — 57 sin(2ma zöld), 
7 IRB 4 . 4 . : 
s3— — sin(rr) — — sin(271) 4 — sin(837r) (piros), 
T Va HAT 
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11. ábra. 10.4. 


4 4 4 4 
4-7 sin(rx) — j sin(27x) -- ig sin(37T) — Kv sin(4ra) (kék), 
narancsárga —fnB 
-1 ha —rCacr/2 si Fi a 
fj(2)— 5-1 ha —r/2€ ac r/2 A — cos(r) — — cos(31) F — cos(5x) — . . . . 
TT 37 97 
-—1 ha r/2w£icrmT 


Láthatjuk, hogy mindkét függvénynél a periódus végpontjai felé közeledve fp és s; eltéréseri 
még mindig nagyok, de azon intervallum, ahol a hiba pl. ó — 1090-nál kisebb — egyre nő, és 
ó is csökkenthető, ha F (f(x) )-nek egyre több tagját vesszük. 
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Alkalmazások 


10.5. F (U(t)) — F (lsin(1007t) 1) meghatározása: bk — 0 minden k € N sorszámra, mert f 

páros függvény. L — -5 Így 
1/200 

ag — 2 : 200 ! sin(1007t) dt 


0 
1/200 


ax — 2 : 200 ! sin(100Tt) cos(200krrt) dt — 


0) 


0 4 
SÉTÁL 





. m2— (2km)2 I 
3-(m -- 2kr) cos ((1007 — 200kr) )z9 7 


stee (e-átoen (EG) merem (7) 0), 


tehát F (Uve(t)) — 2407 (Isin(1007t)]) — 


480 320 64 192 320 
mem cos(2007rt) — cos(400rrt ) — 1 cos(600rrt ) — He cos(800Tt) — - - - — 


T — 2kr) cos ((1007 -- 200kr)t) -—- 














TT 
480 — 960 1 1 1 
E BET G 58 cos(200rrt) -- 3.§ cos(400r7rt ) -- B.7 cos(6007Tt) - . . 5) ; 


Az útmutató alapján a bemeneti körben 
1-7(t) 4 R - i(t) — Upe(t),  i(0—0 


és a kimeneti körben 
U(t) — R - i(t). 


Mivel £ (Upelt)) nem számolható, ezért Fourier-sorának ux(t) tagjaira külön-külön old- 
juk meg a bemeneti kör egyenletét, a végső megoldás Uk;(t) pedig az egyes , részmegoldások" 
összege. 





480 480 
uo(t)—— : az T(t)4R-i(t) — — 
egyenlet megoldása 
—480 
i(t) — ág ámeai A 
i(t) Rr (e ) 
Mivel e-ft . ; 0, ezért 
(je 480 
Rm 
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vehető megoldásnak, azaz 
480 
uri 0 (t) Eg 


(Rövidebb, , fizikus" megoldás: egyenáram esetén a tekercs ellenállása 0, így az ellenálláson 


480 
folyó áram ux;o(t) — Upe(t) — — (teR).) 
T 








ur(t) — Ur cos (wkt) (vk, wkER) — 0 az 


7(t) 4 R - i(t) — ur cos (wxt) 


egyenlet megoldása 





ix(t) — CerPt x (Rux cos (twrk) Fk Ur sin (tuk) ) . 


R? 4 wi 
Ismét elhagyhatjuk az exponenciális tagot mivel t — 0. 


Továbbá érdemes alkalmaznunk a középiskolából jól ismert 


Asin(u) -4- B cos(u) — T - sin(u - v) (15) 
—T-cos(u4vwv— 7) —T - cos(u — w) (16) 
ahol T—VA2-B?, v—arctg (3) és  w arctg (5) 











és 
1 T 
arctan 2) — — — arctan(1) 
x 2 
azonosságokat: 
ix(t) — kél COS (ív — arct (E )) 
KÜL) — TIZET BE k £ R : 
Tehát, az 
R 1000 e 1 
7 — — 
VI? uj 4/10002 -(k-200m)?  4/1--k2zÉ 
átalakítás után 
uri k(t) — R - ix (t) — s S e egjejés (tuok — arctg (EJ) , 
r2 


14gs 
vagyis 


Ur: (b) — uxio(t) - uxia(t) F uxia(t) F : :: — 


(€) www.tankonyvtar.hu (0) Szalkai István, Dósa György, Pannon Egyetem 


M1O. Fourier-sorok, alkalmazások 129 





4 1 
st COS (2007 — arctg (5) af 


TT TT r2 
1-3414 55 
1 2 
j COS (4007 — arctg 6)) eza 
3.614 É , 


s 152,7887 — 86,2340 cos (628,3185t — 0,5610) — 17,2346 cos (1256 ,6371 — 0,8986) . 








A mellékelt ARAMKOR-ANIM.GIF (--html) mozgóképen szemléltetjük a kimenő fe- 
szültség változását a bemeneti feszültségtől függően. 
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